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Durant els darrers anys, els vianants han anat guanyant protagonisme en les zones 
urbanes. Les autoritats competents en matèria d’urbanisme han apostat clarament per 
la creació de nombroses zones i vies reservades exclusivament a les persones que 
circulen a peu. D’aquesta manera, es permet que el vianant pugui gaudir de l’entorn 
urbà en condicions òptimes de seguretat i es promou una mobilitat més sostenible. Així 
doncs, no és d’estranyar que, en aquests anys, s’hagi potenciat la construcció de 
passarel·les per a vianants. 
 
Aquestes, a més de ser una peça clau a l’hora de materialitzar aquesta nova 
concepció de l’espai urbà, basada en el vianant com a protagonista del mateix, són el 
laboratori dels ponts: és habitual utilitzar les passarel·les per a vianants per a provar 
nous materials, noves seccions transversals i noves tipologies estructurals. I això 
gràcies al fet que les càrregues que suporten són menors que les que suporten els 
ponts de carretera o ferrocarril, cosa que permet que l’experimentació es dugui a terme 
amb un major grau de seguretat. 
 
Els factors que s’acaben d’exposar són els que han motivat la realització de la present 
tesina, en la qual s’estudia el comportament estructural de dues seccions transversals 
de pont tipus Z d’aplicació a passarel·les per a vianants. Amb cadascuna de les dues 
seccions transversals es generen tres bigues biencastades: una primera de planta 
recta i dues més de planta corba. Les tres tenen una longitud de 80 m. Les dues de 
planta corba tenen el mateix radi de curvatura però signes de curvatura en planta 
oposats. S’analitza el comportament estructural de cadascuna d’aquestes bigues. 
 
Les dues seccions transversals són simètriques respecte al seu centre de gravetat. La 
primera té una ànima vertical de 4 m i dues ales horitzontals també de 4 m cadascuna. 
La segona, una ànima horitzontal de 5 m i dues ales verticals de 2 m cadascuna. En 
els dos casos, l’espessor tant de l’ànima com de les ales és de 0,2 m. Les bigues 
estan compostes per un sol material, homogeni i isòtrop, de mòdul elàstic igual a 210 
GPa i un coeficient de Poisson de 0,3. 
 
Cadascuna de les sis bigues se sotmet a tres estats de càrrega diferents, consistents 
en ganivets de càrrega verticals descendents uniformement repartits al llarg de les 
mateixes. El primer dels estats de càrrega és centrat, és a dir, alineat amb la directriu 
que passa pel centre de gravetat de la secció transversal en cada punt de la biga 
objecte d’estudi, mentre que els dos següents són excèntrics. En cap cas es considera 
el pes propi de l’estructura, ja que tenir-lo en compte faria més difícil identificar amb 
claredat els efectes específics d’aquests estats de càrrega sobre l’estructura. No es 
planteja cap tipus de no-linearitat. 
 
Per a realitzar l’estudi s’utilitza el mètode dels elements finits. Les bigues plantejades 
són estructures laminars i s’estudien amb elements de làmina plana triangulars de tres 
nodes. En el cas de les bigues de planta recta, les tensions normals i tangencials que 
s’obtenen amb aquest mètode es comparen amb les que s’obtenen analíticament. El 
que permet el càlcul analític és veure quines són les tensions que genera cadascun 
dels esforços següents: esforç axial, moment flector, esforç tallant i moment torçor. Per 
tant, permet comprendre i controlar millor el comportament estructural de les bigues. 
Així doncs, constitueix una eina fonamental per assolir l’objectiu principal de la tesina, 
que és millorar la comprensió del comportament estructural de les seccions 
transversals tipus Z. 
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During the last years, pedestrians have gained prominence in the cities. The municipal 
authorities have clearly committed themselves to the creation of numerous pedestrian 
streets and areas. Thanks to this fact, it is possible to enjoy the city in a safer way and 
a more sustainable mobility is promoted. Therefore, in the course of these years, the 
construction of footbridges has increased. 
 
Besides being a key element of the development of this new conception of the cities, in 
which pedestrians play a leading role, footbridges are also the bridges laboratory: 
engineers use footbridges to experiment with new materials, new cross sections and 
new structural typologies. This happens not only due to the fact that the loads 
supported by footbridges are lower than the ones supported by road or railroad 
bridges, what let engineers carry out the experimentation in question with much more 
structural safety, but also because the functional requirements of footbridges are less 
restrictive than those of road and railroad bridges. 
 
This thesis arises from the fact of taking into consideration what has just been 
exposed. The thesis consists of the study of the structural response of two Z deck 
cross sections, which can be applied to footbridges. From each one of these two Z 
deck cross sections, three beams are generated: a straight beam and two curved 
beams. All of them are 80 m in length. The two curved beams have the same radius 
but opposite curvature. The thesis analyses the structural response of all these beams. 
There are six beams to analyse. 
 
Both cross sections are symmetrical. The centre of the symmetry is the centre of 
gravity. The first cross section has a vertical web of 4 m in length and two horizontal 
flanges of, also, 4 m in length each one. The second one has a horizontal web of 5 m 
in length and two vertical flanges of 2 m in length each one. In both cases, the 
thickness of the web and the flanges is 0,2 m. The beams are composed of only one 
material, homogeneous and isotropic, with a Young Modulus equal to 210 GPa, and a 
Poisson coefficient equal to 0,3. 
 
Each beam is loaded with three different load cases. Each load case consists of a load 
per unit of length placed in a specific position. The first load case is aligned with the 
directrix that goes through the centre of gravity of the cross section in each point of the 
beam. The two following load cases are not aligned with this directrix. The dead weight 
load is not taken into account. Otherwise, it would be more difficult to identify the 
specific effects of each load case on the structure. Non – linearities are not considered. 
 
The finite elements method is used to carry out the study. The beams analysed are 
shell structures, so they are studied using triangular shell elements. When considering 
the straight beams, axial and shear strains obtained with the finite elements method 
are compared with the ones derived from an analytical calculus. The analytical calculus 
let one see what strains are generated by the following: axial strength, bending 
moment, shear strength and torsional moment. Therefore, it let one have a better 
comprehension and control of the structural response of the beams. Consequently, the 
analytical calculus is of fundamental importance to achieve the goal of this thesis, 
which is to improve the comprehension of the structural behaviour of Z deck cross 
sections. 
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INTRODUCCIÓ I OBJECTIUS 
 
A causa de l’aparició de potents eines de càlcul durant els últims anys, cada cop és 
més freqüent veure al nostre entorn estructures singulars de tot tipus, moltes vegades 
complexes, tant des del punt de vista del seu càlcul com de la seva construcció, amb 
un comportament estructural no evident o predictible a priori i naturalment inestables. 
 
Ara bé, la singularitat d’una estructura no necessàriament rau en aquesta complexitat 
tècnica o constructiva, en aquesta poca predictibilitat del seu comportament estructural 
o en la seva inestabilitat natural. Una estructura pot ser singular per les seves 
dimensions, per la seva situació geogràfica, per suposar una nova manera de 
concebre el tipus d’estructura que és o per la senzillesa tècnica i formal amb què 
supera un determinat obstacle o resol un problema concret. 
 
Els ponts són estructures singulars per defecte. Generalment són esquemes 
estructurals naturalment estables, de comportament predictible i que permeten 
resoldre de manera relativament senzilla, tant des del punt de vista tècnic com formal, 
problemes complexes, i tot això sense la necessitat estricta d’utilitzar potents eines de 
càlcul, tot i que evidentment s’utilitzen. En molts casos, els ponts de secció transversal 
tipus Z representen solucions especialment elegants, compactes i eficaces. Per tant, 
moltes vegades la seva utilització està plenament justificada. 
 
A continuació, es comenten dos exemples de ponts de secció transversal tipus Z. 
Aquests dos exemples permeten veure la raó de ser de les seccions transversals tipus 
Z i posen de manifest l’elegància, compacitat i eficàcia amb què aquest tipus de secció 
transversal permet solucionar el problema que en cada cas es planteja. 
 
Pont d’Euskalduna1 
 
El primer exemple és el Pont d’Euskalduna (veure fotografies 1), projectat per 
l’enginyer de camins Javier Manterola. Aquest pont és un dels pilars bàsics del pla RÍA 
2000, l’objectiu del qual és dignificar i remodelar la Ría de Bilbao. La missió concreta 
del pont és unir dues zones de la ciutat separades física i sociològicament, la Plaza del 
Sagrado Corazón, en ple centre de Bilbao, i el barri de San Ignacio, al marge dret. Es 
tracta d’un pont de secció transversal tipus Z. 
 
Aquesta solució permet separar el trànsit de vehicles del trànsit de vianants i cobrir el 
pas d’aquests darrers. Cobrir el pas dels vianants suposa una millora substancial  del 
confort amb què realitzen el seu trajecte. És una solució innovadora, que compleix 
amb tots els requisits resistents. 
 
El Pont d’Euskalduna està format per un tauler de planta corba, constituït per tres 
trams de 75,4 + 113 + 75,4 m i radi en planta de 120 m. L’amplada total del pont és de 
27,5 m i està dividida en dues zones: la primera, ocupada pels vianants, té 10 m 
d’amplada; la segona, destinada al trànsit de vehicles, té 16 m d’amplada. La resta 
està ocupada per la gelosia. 
 
La seva secció transversal en forma de Z està constituïda per una biga – calaix inferior 
(element inferior de la Z), de 1,67 m de cantell, una gelosia superior (element superior 
de la Z), on s’instal·la el cordó superior de la biga i la gelosia superior de trava i de 
resistència lateral, i finalment una gelosia inclinada que constitueix la relació entre la 
part superior i la inferior de la Z. 
                                                 
1
 Manterola, J. (1999), Puente de Euskalduna, p. 49-53 Revista de Obras Públicas, 
Nº3387. 
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Fotografies 1a. Pont d’Euskalduna. 
 
 Fotografia 1b. Pont d’Euskalduna. 
Font: Internet 
Font: Internet 
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 3 
La biga calaix inferior té una amplada a la seva part inferior de 10,17 m i 11,8 m a la 
seva part superior. Té cinc ànimes: una de central i dues parelles d’ànimes laterals. 
Transversalment, es completa amb la disposició de bigues transversals disposades 
cada 5,4 m. Aquestes bigues es divideixen en tres parts: dues zones laterals i una de 
central. Una de les parts laterals, en voladís des del calaix i de 10 m de llum, serveix 
de suport al pas dels vianants. La part superior de la biga calaix té una triangulació en 
K tant per a controlar el vinclament de les parts superiors de les bigues, com per a 
proporcionar rigidesa a torsió al calaix obert, necessari durant les operacions de 
muntatge. 
 
Les qualitats estètiques del Pont d’Euskalduna contribueixen a crear juntament amb 
altres obres de l’entorn, també emblemàtiques, un nou ambient de bellesa i cultura a la 
zona. Aquestes qualitats estètiques s’han aconseguit tot i la presència de seriosos 
condicionants tècnics, els més limitadors dels quals són: la forta curvatura en planta 
que la sociogeografia de la zona imposa, una altura sobre la ria molt limitada i la 
necessitat de disposar d’una vorera ampla i separada de la calçada de vehicles per 
facilitar la comunicació humana entre ambdós marges de la ria. El projecte introdueix 
innovacions notables, entre les quals destaca, com a cas únic a nivell mundial, l’ús de 
la gelosia única, corba i inclinada com a element resistent principal. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Passarel·la per a vianants sobre el riu Segre2 
 
El segon exemple és la passarel·la per a vianants sobre el riu Segre al seu pas per la 
ciutat de Lleida (veure fotografies 2), projectada pel també enginyer de camins Javier 
Rui-Wamba en col·laboració amb els arquitectes Ravetllat & Ribas. Aquesta 
passarel·la destaca per tenir una gran llum principal i una gran esveltesa aparent, 
aspectes relacionats amb la secció mixta asimètrica utilitzada. La passarel·la pretén 
unir les dues ribes del riu. 
                                                 
2
 Rui-Wamba, J. (2000-2002), Pasarela peatonal sobre el río Segre. Proyecto 
constructivo. 
Fotografies 1c. Pont d’Euskalduna. 
 
Font: Internet 
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La solució finalment projectada respon al repte estructural de disposar únicament dues 
piles i salvar un tram central de 83 m que potenciï la percepció de passejar suspès 
sobre el riu. La secció en Z converteix la passarel·la en una plataforma lliure 
d’obstacles visuals i paisatges artificials creats per la pròpia estructura. El cantell total, 
dividit entre la biga superior i la inferior, queda en gran mesura ocult, potenciant així la 
sensació d’esveltesa i oferint dos alçats diferenciats. 
 
La solució consta d’un tauler continu de 5,4 m d’ample útil i 144 m de longitud, un tram 
central de 83 m, i dos de laterals de 32 i 29 m. La secció transversal consta de dues 
bigues calaix solidaritzades per bigues transversals d’acer i per una llosa col·laborant 
de formigó de 15 cm, que vola 1,15 m ocultant parcialment els 2 m de cantell del calaix 
inferior. La biga superior, amb un cantell màxim d’1,75 m i lleument inclinada cap a 
l’exterior, sobresurt 1,20 m de la cota del tauler i funciona com a barana. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aquests dos exemples mostren la bona adequació d’aquestes seccions transversals a 
requisits tècnics i d’integració paisatgística molt rigorosos. Evidentment, hi ha molts 
altres exemples de ponts de secció transversal tipus Z que posen de manifest la gran 
versatilitat d’aquest tipus de secció transversal. 
 
La present tesina duu a terme un estudi del comportament estructural de les seccions 
transversals de pont tipus Z. S’ha estudiat el comportament de dues seccions 
transversals d’aquest tipus: una primera, que s’aproxima a la utilitzada al pont 
d’Euskalduna; i una segona, que s’aproxima a la utilitzada a la passarel·la per a 
vianants sobre el riu Segre. 
 
L’objectiu de la tesina és aprofundir en el coneixement de la resposta estructural 
d’aquest tipus de secció transversal. 
Fotografies 2. Passarel·la sobre el riu Segre al seu pas per Lleida. 
Font: pròpia 
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PRESENTACIÓ DELS PROBLEMES 
 
En aquesta tesina s’estudia el comportament estructural de dues seccions transversals 
de pont tipus Z. La seva geometria es mostra a la figura 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Amb cadascuna d’aquestes dues seccions transversals es generen tres estructures. 
Una primera, consistent en un biga biencastada de planta recta de 80 m de longitud, i 
dues altres, consistents en bigues biencastades de planta corba de 80 m de longitud i 
amb signes de curvatura en planta oposats. Per tant, s’analitzen sis estructures. 
 
L’estudi s’estructura en quatre parts: problema 1, problema 2, problema 3 i problema 4. 
En el primer, s’estudia una biga biencastada de planta recta i secció transversal tipus a 
(veure figura 3); en el segon, dues bigues biencastades de planta corba i secció 
transversal tipus a (estructures de curvatura en planta de signe oposat); en el tercer, 
una biga biencastada de planta recta i secció transversal tipus b (veure figura 3); i en 
el quart, dues bigues biencastades de planta corba i secció transversal tipus b 
(estructures de curvatura en planta de signe oposat). 
 
Es realitza un estudi lineal elàstic per a determinar la resposta estructural d’aquestes 
sis estructures quan se les sotmet a diferents estats de càrrega. No es planteja cap 
tipus de no-linearitat. 
 
Per a realitzar l’estudi en qüestió, s’utilitza el mètode dels elements finits3. Les 
estructures plantejades són estructures laminars. Per tant, s’utilitzen elements de 
làmina plana triangulars de tres nodes. En el cas de les dues bigues de planta recta, 
les tensions normals i tangencials que s’obtenen amb aquest mètode es contrasten 
amb les que s’obtenen analíticament. El càlcul analític permet veure les tensions que 
genera cadascun dels esforços: esforç axial, moment flector, esforç tallant i moment 
torçor. Per tant, permet tenir un major control sobre la resposta estructural d’aquestes 
bigues. 
 
No resulta possible utilitzar la mateixa formulació analítica per al càlcul de les tensions 
a les estructures de planta corba. Així doncs, en els problemes 2 i 4 únicament 
s’utilitza el mètode dels elements finits. La resposta estructural de les bigues d’aquests 
dos problemes es compara amb la de les bigues dels problemes 1 i 3 respectivament, 
per tal de determinar quin és l’efecte de corbar les estructures en planta. Tot i estudiar 
sis estructures concretes, s’intenta treure conclusions de caire general. 
                                                 
3
 Preprocessador i postprocessador utilitzat: GID 8.0. Programa de càlcul utilitzat: 
Ramseries 5.6. 
4m
4m
4m
Espessor parets = 0.2m
Espessor parets = 0.2m
2m
2m
5m
Secció transversal tipus a Secció transversal tipus b 
Figura 1. Seccions transversals objectes d’estudi. 
Resposta estructural de taulers de pont de secció en “Z” 
Pere Pla Juncà 
 6 
 
Resposta estructural de taulers de pont de secció en “Z” 
Pere Pla Juncà 
 7 
PROBLEMA 1. Biga de planta recta i secció transversal tipus a. 
 
Geometria del problema, material i condicions de contorn 
 
L’estructura a estudiar consisteix en un biga biencastada de planta recta, de 80 m de 
longitud i de secció transversal tipus a. La figura P1-1 mostra la geometria d’aquesta 
primera estructura i les seves condicions de contorn. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P1-2 mostra el centre de gravetat de la secció, el centre d’esforços tallants, el 
centre de torsió i els eixos principals d’inèrcia. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Encastament
Encastament
Llum = 80m
Secció transversal tipus a 
Condicions de contorn 
4m
4m
4m
Espessor parets = 0.2m
Figura P1-1. Geometria i condicions de contorn del problema 1. 
Cdg = C = D
2m
47.38º
2m
I1I2
Cdg = centre de gravetat 
C = centre d’esforços tallants 
D = centre de torsió 
I1, I2 = eixos principals d’inèrcia 
Figura P1-2. Centre de gravetat, centre d’esforços tallants, centre de torsió i eixos 
principals d’inèrcia. 
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El material considerat és isòtrop i té les següents propietats: 
 
E = 210 GPa 
ν = 0,3 
G = E/(2·(1+ ν)) 
 
On E és el mòdul d’elasticitat, G, el mòdul de tall i ν, el coeficient de Poisson. 
 
Estats de càrrega 
 
Es consideren tres estats de càrrega. La figura P1-3 mostra aquests estats de càrrega. 
En cap cas es considera el pes propi de l’estructura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
q = 10kN/m
q = 10kN/m
q = 10kN/m
Estat de càrrega 1 
Estat de càrrega 2 
Estat de càrrega 3 
Figura P1-3. Estats de càrrega. 
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Metodologies de càlcul i resultats 
 
En primer lloc, es realitza el càlcul de la resposta estructural de la biga mitjançant el 
mètode dels elements finits. S’utilitzen elements de làmina plana triangulars de tres 
nodes. En segon lloc, es calcula la resposta estructural de la biga analíticament. 
L’objectiu del càlcul analític és esbrinar el perquè l’estructura es comporta com ho fa i, 
a més a més, comprovar que la formulació analítica del problema condueix a resultats 
molt propers als que s’obtenen amb el mètode dels elements finits. 
 
 Estat de càrrega 1 
 
a) Deformada de l’estructura 
 
Observi’s la deformada de l’estructura que es mostra a la figura P1-4. Tot i que la 
càrrega és vertical i centrada, es pot veure que s’està davant d’un cas de flexió 
esbiaixada: l’estructura flecta en sentit vertical i en sentit horitzontal. Aquest resultat és 
degut a la inclinació dels eixos principals d’inèrcia de la secció respecte als eixos 
cartesians (veure figura P1-2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P1-4. Deformada de l’estructura sotmesa a l’estat de càrrega 1. 
Figura P1-5. Deformada de la secció del centre de llum per a l’estat de càrrega 1. 
Vista A 
Vista A 
1    2    3    4    5    6 
7 
 
8 
 
9 
 
10 
11  12  13  14  15  16 
X1 
X2 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de la 
secció estan amplificats per 
un factor de 103. 
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Observi’s la deformada de la secció del centre de llum que es mostra a la figura P1-5. 
Com es pot veure, la secció no experimenta distorsió. A continuació, es mostra la taula 
P1-1, que conté el valor dels desplaçaments dels nodes indicats a la figura P1-5. En 
aquesta, es pot veure que els desplaçaments són molt petits. 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
Els esforços que es consideren quan s’utilitzen elements de làmina plana són tres4: 
 
- Els esforços de flexió, Mx’, My’ i Mx’y’ (veure figura P1-8), que generen camps de 
tensions normals i tangencials que varien linealment al llarg de l’espessor de la 
làmina i són simètrics respecte al seu pla mig. 
 
- Els esforços tallants, Qx’ i Qy’ (veure figura P1-8), que generen camps de tensions 
tangencials que són perpendiculars al pla mig de la làmina. 
 
- Els esforços de membrana, Nx’, Ny’ i Nx’y’ (veure figura P1-8), que generen un camp 
de compressió o tracció pura i un camp de tensions tangencials paral·lel al pla mig 
de la làmina i constant al llarg del seu espessor. 
 
Quan el problema s’aborda analíticament, ja no es parla d’element de làmina plana i 
d’una formulació específica per a aquest tipus d’element finit, sinó de perfil obert de 
parets primes i d’una formulació a nivell seccional de la biga. Els esforços amb els 
quals es treballa en aquest cas són l’esforç axial, el de flexió, el tallant i el de torsió56: 
                                                 
4
 Oñate, E. (1995), Cálculo de Estructuras por el Método de Elementos Finitos. Anàlisis 
estático lineal. Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingeniería. 
5
 Canet, J.M. (2000), Cálculo de estructuras. Libro 1. Fundamentos y estudio de 
secciones. Edicions UPC. 
6
 Kollbrunner, C.F. and Basler K. (1969), Torsion in Structures: an Engineering 
Approach. Springer – Verlag. 
Node 
Desplaçament 
horitzontal (x1) 
(mm) 
Desplaçament 
vertical (x2) 
(mm) 
Mòdul del vector 
desplaçament 
(mm) 
1 -1,424 -2,045 2,492 
2 -1,424 -2,040 2,488 
3 -1,424 -2,035 2,484 
4 -1,424 -2,032 2,481 
5 -1,423 -2,029 2,478 
6 -1,421 -2,028 2,476 
7 -1,420 -2,029 2,477 
8 -1,419 -2,030 2,477 
9 -1,419 -2,030 2,477 
10 -1,420 -2,029 2,477 
11 -1,421 -2,027 2,476 
12 -1,423 -2,029 2,478 
13 -1,424 -2,032 2,481 
14 -1,425 -2,035 2,484 
15 -1,425 -2,040 2,488 
16 -1,424 -2,045 2,492 
Taula P1-1. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-5. 
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- Les tensions normals produïdes per l’esforç axial són constants en tota la secció, 
mentre que les produïdes per l’esforç de flexió varien al llarg de l’espessor de les 
parets primes. 
 
- Les tensions tangencials produïdes per l’esforç tallant, en canvi, es consideren 
constants al llarg de l’espessor de les parets primes i són paral·leles al seu eix. 
 
- El moment torçor es pot descompondre en un moment de torsió uniforme més un 
moment de torsió no uniforme. El primer produeix unes tensions tangencials 
paral·leles a l’eix de les parets primes i simètriques respecte al mateix. El segon, 
unes tensions tangencials de guerxament que es poden considerar constants al 
llarg de l’espessor de les parets primes i paral·leles al seu eix, i unes tensions 
normals de guerxament també constants al llarg de l’espessor de les parets 
primes. 
 
S’analitzen les tensions normals que s’esdevenen en els eixos de les parets primes. 
Això implica que quan s’utilitza el mètode dels elements finits, els esforços que s’han 
d’avaluar són els esforços de membrana. 
 
L’esforç tallant en làmines, tal i com s’ha comentat anteriorment, genera tensions 
tangencials perpendiculars al seu pla mig. Aquestes tensions no es poden determinar 
amb la formulació analítica a nivell seccional que s’utilitza. 
 
El que sí que es pot determinar amb els dos mètodes de càlcul són les tensions 
normals en els extrems de l’espessor de les parets primes. En el cas del mètode dels 
elements finits, aquestes tensions es determinen sumant l’estat de flexió pura 
(caracteritzat pels esforços de flexió) a l’estat de membrana. Ara bé, com que 
únicament s’analitzen les tensions normals en els eixos de les parets primes, no cal 
tenir en compte l’estat de flexió ni, per tant, els esforços de flexió que el caracteritzen. 
  
La figura P1-6 mostra les tensions normals al centre de llum obtingudes amb el 
mètode dels elements finits. Les tensions normals positives són de tracció i les 
negatives, de compressió. Aquest criteri de signes es manté al llarg de tota la tesina. 
S’observa que la fibra neutra d’aquestes tensions normals no és horitzontal sinó que 
està inclinada respecte a l’horitzontal. Aquest fet és degut a la inclinació dels eixos 
principals d’inèrcia de la secció respecte als eixos cartesians (veure figura P1-2). La 
taula P1-2 mostra el valor de la tensió normal en els nodes indicats a la figura P1-6. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P1-6. Tensions normals al centre de llum per a l’estat de càrrega 1. 
1 
6 
11 
16 
Traccions 
Compressions 
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Els resultats que s’observen són consistents amb les propietats geomètriques de la 
secció transversal tipus a. La fibra neutra forma un angle de 37,03º amb l’horitzontal, 
de manera que la seva direcció s’aproxima a la de l’eix principal d’inèrcia I2 (veure 
figura P1-2). 
 
Finalment, observi’s la figura P1-7, on es mostra el camp de tensions normals de 
l’estructura integrat al llarg de l’espessor de les parets primes. En aquesta, es pot 
veure clarament que el camp de tensions normals en els recolzaments és l’invers del 
que es desenvolupa al centre de llum, tal i com era d’esperar donades les condicions 
de contorn del problema. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Com ja s’ha dit, també es realitza el càlcul analític de les tensions normals (veure 
Annex 1). A la taula P1-3 es comparen les tensions normals obtingudes amb el mètode 
dels elements finits i les obtingudes analíticament. 
 
Els valors que apareixen en aquesta taula posen de manifest que hi ha una gran 
concordança entre els resultats obtinguts amb el mètode dels elements finits i els 
obtinguts analíticament. Tot i així, cal recordar que les tensions normals que s’han 
comparat són les que s’esdevenen en els eixos de les parets primes de la secció. És 
d’esperar, però, que aquesta bona concordança es produeixi també en comparar les 
tensions normals en els extrems de l’espessor d’aquestes parets primes. 
 
d) Flux de tensions tangencials 
 
Consideri’s el mètode analític de càlcul de la resposta estructural de la biga objecte 
d’estudi. L’esforç tallant al centre de llum de la biga biencastada és nul. 
Node Tensió normal (N/m2) 
1 992050,00 
6 -2003875,00 
11 1996350,00 
16 -992040,00 
Taula P1-2. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-6. 
 
(N/m) 
Nx’>0: traccions 
Nx’<0: compressions 
Figura P1-7. Camp de tensions normals integrat al llarg de l’espessor de les parets 
primes per a l’estat de càrrega 1. 
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Així doncs, les tensions tangencials produïdes per aquest esforç al centre de llum són 
nul·les. La càrrega és centrada, és a dir, la biga no està sotmesa a torsió i, per tant, no 
es desenvolupen tensions tangencials de guerxament. Es conclou, doncs, que el flux 
de tensions tangencials al centre de llum que s’obté amb el mètode analític és nul. 
 
Quan s’utilitza el mètode d’elements finits i es fa ús d’elements finits de làmina plana, 
es consideren tres grups de tensions tangencials, ja introduïts a l’apartat anterior: 
 
- El primer està format per les tensions tangencials produïdes pel moment flector 
Mxy’ (veure figura P1-8). El camp de tensions tangencials que aquest esforç 
genera varia linealment al llarg de l’espessor de la làmina i és simètric respecte al 
seu pla mig. Per tant, el flux d’aquestes tensions tangencials és nul. 
 
- El segon el formen les tensions tangencials generades pels esforços tallants Qx’ i 
Qy’ (veure figura P1-8), i són perpendiculars al pla mig de la làmina. 
 
- El tercer grup el componen les tensions tangencials produïdes per l’esforç de 
membrana Nx’y’ (veure figura P1-8). Aquest esforç produeix un camp de tensions 
tangencials paral·lel al pla mig de la làmina i constant al llarg del seu espessor. 
 
No es tenen en compte les tensions tangencials corresponents al primer grup, ja que 
no produeixen flux. Aquestes tensions tangencials equivalen a les generades pel 
moment de torsió uniforme. També dir que no és possible determinar analíticament les 
tensions tangencials corresponents al segon grup. Per tant, tampoc es tenen en 
compte. Les tensions tangencials que sí que es tenen en compte són les 
corresponents al tercer grup, que equivalen a la suma de les tensions tangencials 
generades per l’esforç tallant i les generades pel moment de guerxament. 
 
Així doncs, per al present estat de càrrega s’ha de comprovar que el valor de l’esforç 
de membrana Nx’y’ a la secció del centre de llum de la biga és nul. Amb la malla 
utilitzada per a determinar les tensions normals al centre de llum, els valors d’aquest 
esforç Nx’y’ en valor absolut són petits, però no nuls, la majoria situats entre 1 N/m i 10 
N/m, amb algun valor de l’ordre de 40 N/m. Tot i així, després de refinar la malla, no hi 
ha cap valor d’aquest esforç en valor absolut que superi els 0,16 N/m. 
 
Així doncs, queda palès que, amb un refinament òptim de la malla, els resultats 
obtinguts amb el mètode dels elements finits i els obtinguts analíticament són similars. 
S’ha de ser conscient, però, que aquesta coincidència de resultats no és tant 
consistent com la coincidència de resultats que s’obtenia en comparar les tensions 
normals en els eixos de les parets primes de la secció. 
Node 
Tensió normal Na 
(càlcul analític) 
(N/m2) 
Tensió normal 
Nmef 
(càlcul amb el 
mètode dels 
elements finits) 
(N/m2) 
Diferència 
percentual 
(100·|Na-
Nmef|/|Na|) 
(%) 
1 996510,00 992050,00 0,45 
6 -1994900,00 -2003875,00 0,45 
11 1994900,00 1996350,00 0,07 
16 -996510,00 -992040,00 0,45 
Taula P1-3. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-6. 
Resposta estructural de taulers de pont de secció en “Z” 
Pere Pla Juncà 
 14 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
L’Annex 3 conté el càlcul analític del flux de tensions tangencials a un quart de llum de 
les estructures de planta recta. Els resultats analítics que s’obtenen es comparen amb 
els obtinguts amb el mètode dels elements finits. El que es pretén és confirmar que 
efectivament els resultats obtinguts amb un mètode i l’altre coincideixen. 
 
My’dx’ 
Mx’dy’ 
dx’ 
dy’ 
Nx’dy’ 
Ny’dx’ 
x’ 
y’ 
dx’ 
dy’ 
Qx’dy’ 
Qy’dx’ 
x’ 
y’ 
dx’ 
dy’ 
Nx’y’dx’ 
Nx’y’dy’ 
Mx’y’dx’ 
Mx’y’dy’ 
x’ 
y’ 
Figura P1-8. Esforços en un element diferencial de làmina plana i criteri de signes dels 
mateixos. 
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Estat de càrrega 2 
  
a) Deformada de l’estructura 
 
Observi’s la deformada de l’estructura que es mostra a la figura P1-9. La càrrega 
aplicada és excèntrica. Aquesta càrrega excèntrica equival a una càrrega centrada 
més un moment torçor. Així doncs, la biga està sotmesa a flexió esbiaixada i a torsió. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La deformada que s’observa a la figura P1-9 es podria intuir a priori, de manera 
qualitativa i sense la necessitat de realitzar càlculs, tenint en compte la descomposició 
del moment torçor que es mostra a la figura P1-10. L’Annex 2 conté una sèrie de 
càlculs destinats a confirmar que, si es considerés aquesta descomposició, els 
resultats en termes de desplaçaments i tensions normals serien els mateixos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D’acord amb aquesta descomposició del moment torçor, les ales de l’estructura 
tendiran a obrir-se. A més a més, la biga tendirà a girar sobre el seu eix. Si se sumen 
aquests dos efectes i l’efecte de la càrrega vertical centrada (estat de càrrega 1), 
queda totalment justificada la deformada de l’estructura que apareix a la figura P1-9.  
 
La secció transversal de la biga és una secció oberta de parets primes. A més a més, 
els guerxaments estan impedits, ja que l’estructura està biencastada. Així doncs, la 
torsió a la qual està sotmesa la biga és no uniforme i, per tant, es desenvolupen camps 
de tensions normals i tangencials de guerxament. 
 
Figura P1-9. Deformada de l’estructura sotmesa a l’estat de càrrega 2. 
= 
Vista A 
Vista A 
Figura P1-10. Descomposició del moment torçor en un parell de forces. 
Resposta estructural de taulers de pont de secció en “Z” 
Pere Pla Juncà 
 16 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s la deformada de la secció del centre de llum que es mostra a la figura P1-11. 
En aquesta, es pot veure que la secció distorsiona. De fet, aquesta distorsió ja es pot 
apreciar clarament a la figura P1-9. 
 
La taula P1-4 mostra el valor dels desplaçaments dels nodes indicats a la figura P1-11. 
En aquesta, es pot veure que els desplaçaments són molt petits. Per tant, la distorsió 
de la secció és irrellevant. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node 
Desplaçament 
horitzontal x1 
(mm) 
Desplaçament 
vertical x2 
(mm) 
Mòdul del vector 
desplaçament 
(mm) 
1 -3,666 -9,196 9,899 
2 -3,669 -7,632 8,468 
3 -3,671 -6,102 7,121 
4 -3,671 -4,637 5,915 
5 -3,670 -3,268 4,914 
6 -3,667 -2,026 4,190 
7 -2,573 -2,030 3,277 
8 -1,608 -2,032 2,591 
9 -0,741 -2,034 2,164 
10 0,057 -2,034 2,035 
11 0,816 -2,034 2,192 
12 0,815 -1,289 1,525 
13 0,814 -0,552 0,983 
14 0,812 0,180 0,832 
15 0,811 0,908 1,217 
16 0,809 1,636 1,825 
Figura P1-11. Deformada de la secció del centre de llum per a l’estat de càrrega 2. 
Taula P1-4. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-11. 
X1 
X2 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de la 
secció estan amplificats per 
un factor de 103. 
1     2     3     4     5     6 
7 
 
8 
 
9 
 
10 
11  12  13  14  15  16 
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c) Tensions normals 
 
Les reflexions referents a les tensions normals que s’han fet en analitzar l’estat de 
càrrega 1 segueixen sent vàlides. 
 
Tal i com s’ha comentat anteriorment, l’excentricitat de la càrrega introdueix un 
moment torçor que, degut a les característiques geomètriques de la secció i a les 
condicions de contorn del problema, fa que la peça estigui sotmesa a torsió no 
uniforme i, per tant, que es desenvolupin camps de tensions normals i tangencials de 
guerxament. La figura P1-12 mostra les tensions normals al centre de llum obtingudes 
amb el mètode dels elements finits. La taula P1-5 mostra el valor de la tensió normal 
en els nodes indicats a la figura P1-12. Cal assenyalar que, tenint en compte les 
tensions normals generades per l’estat de càrrega 1 i la descomposició del moment 
torçor que apareix a la figura P1-10, seria possible deduir de manera qualitativa les 
tensions normals  al centre de llum generades pel present estat de càrrega. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P1-13 mostra el camp de tensions normals de l’estructura integrat al llarg de 
l’espessor de les parets primes. En aquesta, es pot veure, altra vegada, que el camp 
de tensions normals en els recolzaments és l’invers del que es desenvolupa al centre 
de llum, tal i com era d’esperar donades les condicions de contorn del problema. 
 
A la taula P1-6 es comparen les tensions normals obtingudes amb el mètode dels 
elements finits i les obtingudes analíticament (veure Annex 1). Els valors que hi 
apareixen posen de manifest, novament, que hi ha una gran concordança entre els 
resultats obtinguts d’una manera i de l’altra. Tot i així, cal recordar que les tensions 
normals que s’han comparat són les que s’esdevenen en els eixos de les parets 
primes de la secció. Tal i com ja s’ha apuntat anteriorment, és d’esperar que aquesta 
bona concordança es produeixi també en comparar les tensions normals en els 
extrems de l’espessor d’aquestes parets primes 
 
Node Tensió normal (N/m2) 
1 3922550,00 
6 -3487025,00 
11 529365,00 
16 1931000,00 
Taula P1-5. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-12. 
Figura P1-12. Tensions normals al centre de llum per a l’estat de càrrega 2. 
1 
6 
11 
16 
Traccions 
Compressions 
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d) Flux de tensions tangencials 
 
L’esforç tallant al centre de llum de la biga biencastada sotmesa al segon estat de 
càrrega és nul. La càrrega és excèntrica, és a dir, la biga està sotmesa a torsió. Per 
tant, es desenvolupen tensions tangencials de guerxament. Tot i així, aquestes són 
nul·les al centre de llum, ja que el moment de guerxament s’anul·la en aquesta secció 
de la biga. Es conclou, doncs, que el flux de tensions tangencials al centre de llum que 
s’obté amb el mètode analític és nul. 
 
Així doncs, s’ha de comprovar que el valor de l’esforç de membrana Nx’y’ (veure figura 
P1-8) a la secció del centre de llum de la biga és nul. Amb la malla utilitzada per a 
determinar les tensions normals al centre de llum, els valors d’aquest esforç Nx’y’ en 
valor absolut són petits, però no nuls. Els valors en valor absolut d’Nx’y’ oscil·len entre 
0,31 N/m i 196,19 N/m. Tot i així, després de refinar la malla no hi ha cap valor 
d’aquest esforç en valor absolut que superi els 2,90 N/m. 
 
Per tant, amb un refinament òptim de la malla, els resultats obtinguts amb el mètode 
dels elements finits i els obtinguts analíticament són similars. Aquesta coincidència de 
resultats, però, no és tant consistent com la coincidència de resultats que s’obtenia en 
comparar les tensions normals en els eixos de les parets primes de la secció. 
Node 
Tensió normal Na 
(càlcul analític) 
(N/m2) 
Tensió normal 
Nmef 
(càlcul amb el 
mètode dels 
elements finits) 
(N/m2) 
Diferència 
percentual 
(100·|Na-
Nmef|/|Na|) 
(%) 
1 3929100,00 3922550,00 0,17 
6 -3461200,00 -3487025,00 0,75 
11 528600,00 529365,00 0,14 
16 1936100,00 1931000,00 0,26 
Taula P1-6. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-12. 
Figura P1-13. Camp de tensions normals integrat al llarg de l’espessor de les parets 
primes per a l’estat de càrrega 2. 
 
 
(N/m) 
Nx’>0: traccions 
Nx’<0: compressions 
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Estat de càrrega 3 
 
a) Deformada de l’estructura 
 
Observi’s la deformada de l’estructura que es mostra a la figura P1-14. La càrrega 
aplicada és novament excèntrica. Així doncs, la biga està sotmesa a flexió esbiaixada i 
a torsió. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
En aquest cas, la deformada que s’observa a la figura P1-14 també es podria intuir a 
priori, de manera qualitativa i sense la necessitat de realitzar càlculs, tenint en compte 
la descomposició del moment torçor que es mostra a la figura P1-15. L’Annex 2 conté 
una sèrie de càlculs destinats a confirmar que, si es considerés aquesta 
descomposició, els resultats en termes de desplaçaments i tensions normals serien els 
mateixos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D’acord amb aquesta descomposició del moment torçor, les ales de l’estructura 
tendiran a tancar-se. A més a més, la biga tendirà a girar sobre el seu eix. Si se sumen 
aquests dos efectes i l’efecte de la càrrega vertical centrada (estat de càrrega 1), 
queda totalment justificada la deformada de l’estructura que apareix a la figura P1-14.  
 
Figura P1-14. Deformada de l’estructura sotmesa a l’estat de càrrega 3. 
= 
Figura P1-15. Descomposició del moment torçor en un parell de forces. 
Vista A 
Vista A 
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b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s la deformada de la secció del centre de llum que es mostra a la figura P1-16. 
En aquesta, es pot veure que, de la mateixa manera que en el cas anterior, la secció 
distorsiona. De fet, aquesta distorsió ja es pot apreciar clarament a la figura P1-14.  
 
La taula P1-7 mostra el valor dels desplaçaments dels nodes indicats a la figura P1-16. 
En aquesta, es pot veure novament que els desplaçaments són molt petits. Per tant, 
altre cop la distorsió de la secció és irrellevant. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node 
Desplaçament 
horitzontal x1 
(mm) 
Desplaçament 
vertical x2 
(mm) 
Mòdul del vector 
desplaçament 
(mm) 
1 0,809 1,636 1,825 
2 0,811 0,908 1,217 
3 0,813 0,180 0,832 
4 0,814 -0,552 0,983 
5 0,815 -1,289 1,525 
6 0,816 -2,034 2,192 
7 0,057 -2,034 2,035 
8 -0,741 -2,034 2,165 
9 -1,608 -2,032 2,591 
10 -2,573 -2,030 3,277 
11 -3,667 -2,027 4,190 
12 -3,670 -3,268 4,914 
13 -3,671 -4,637 5,914 
14 -3,671 -6,102 7,121 
15 -3,669 -7,632 8,468 
16 -3,666 -9,196 9,899 
Taula P1-7. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-16. 
Figura P1-16. Deformada de la secció del centre de llum per a l’estat de càrrega 3. 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de la 
secció estan amplificats per 
un factor de 0,5·103. 
1     2     3     4     5     6 
7 
 
8 
 
9 
 
10 
11  12  13  14  15  16 
X1 
X2 
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c) Tensions normals 
 
Les reflexions referents a les tensions normals que s’han fet en analitzar l’estat de 
càrrega 1 segueixen sent vàlides. 
 
Recordi’s que l’excentricitat de la càrrega introdueix un moment torçor que, degut a les 
característiques geomètriques de la secció i a les condicions de contorn del problema, 
fa que la peça estigui sotmesa a torsió no uniforme i, per tant, que es desenvolupin 
camps de tensions normals i tangencials de guerxament. La figura P1-17 mostra les 
tensions normals al centre de llum obtingudes amb el mètode dels elements finits. La 
taula P1-8 mostra el valor de la tensió normal en els nodes indicats a la figura P1-17. 
Cal assenyalar que, tenint en compte les tensions normals generades per l’estat de 
càrrega 1 i la descomposició del moment torçor que apareix a la figura P1-15, seria 
possible deduir de manera qualitativa les tensions normals  al centre de llum 
generades pel present estat de càrrega. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si s’observa la figura P1-11 i els valors de la taula P1-5, es comprova que el camp de 
tensions normals que resulta de considerar el present estat de càrrega és precisament 
l’invers del camp que s’obté si es considera l’estat de càrrega anterior. 
 
La figura P1-18 mostra el camp de tensions normals de l’estructura integrat al llarg de 
l’espessor de les parets primes. En aquesta, es pot veure novament que el camp de 
tensions normals en els recolzaments és l’invers del que es desenvolupa al centre de 
llum, tal i com era d’esperar donades les condicions de contorn del problema. 
 
A la taula P1-9 es comparen les tensions normals obtingudes amb el mètode dels 
elements finits i les obtingudes analíticament (veure Annex 1). Els valors que hi 
apareixen posen de manifest que, altra vegada, hi ha una gran concordança entre els 
resultats obtinguts d’una manera i de l’altra. De la mateixa manera que en el cas 
anterior, és d’esperar que aquesta bona concordança es produeixi també en comparar 
les tensions normals en els extrems de l’espessor de les parets primes de la secció. 
Node Tensió normal (N/m2) 
1 -1931100,00 
6 -527250,00 
11 3481500,00 
16 -3922475,00 
Taula P1-8. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-17. 
Figura P1-17. Tensions normals al centre de llum per a l’estat de càrrega 3. 
1 
6 
11 
16 
Traccions 
Compressions 
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d) Flux de tensions tangencials 
 
L’esforç tallant al centre de llum de la biga biencastada sotmesa al tercer estat de 
càrrega és nul. La càrrega torna a ser excèntrica, és a dir, la biga està sotmesa a 
torsió altre cop i, per tant, es desenvolupen tensions tangencials de guerxament. Tot i 
així, aquestes són nul·les al centre de llum, ja que el moment de guerxament s’anul·la 
en aquesta secció de la biga. Es conclou, també en aquest cas, que el flux de tensions 
tangencials al centre de llum que s’obté amb el mètode analític és nul. 
 
Així doncs, s’ha de comprovar que el valor de l’esforç de membrana Nx’y’ (veure figura 
P1-8) a la secció del centre de llum de la biga és nul. Amb la malla utilitzada per a 
determinar les tensions normals a la secció del centre de llum, els valors d’aquest 
esforç Nx’y’ en valor absolut són petits, però no nuls. Els valors en valor absolut d’Nx’y’ 
oscil·len entre 3,52 N/m i 180,03 N/m. Tot i així, després de refinar la malla no hi ha 
cap valor d’aquest esforç en valor absolut que superi els 3,56 N/m. 
 
Per tant, amb un refinament òptim de la malla, els resultats obtinguts amb el mètode 
dels elements finits i els obtinguts analíticament són similars. Ara bé, aquesta 
coincidència de resultats no és tant consistent com la que s’obtenia en comparar les 
tensions normals en els eixos de les parets primes de la secció. 
Node 
Tensió normal Na 
(càlcul analític) 
(N/m2) 
Tensió normal 
Nmef 
(càlcul amb el 
mètode dels 
elements finits) 
(N/m2) 
Diferència 
percentual 
(100·|Na-
Nmef|/|Na|) 
(%) 
1 -1936100,00 -1931100,00 0,26 
6 -528600,00 -527250,00 0,26 
11 3461200,00 3481500,00 0,59 
16 -3929100,00 -3922475,00 0,17 
Taula P1-9. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P1-17. 
 
 
Nx’>0: traccions 
Nx’<0: compressions 
(N/m) 
Figura P1-18. Camp de tensions normals integrat al llarg de l’espessor de les parets 
primes per a l’estat de càrrega 3. 
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PROBLEMA 2. Biga de planta corba i secció transversal tipus a. 
 
Geometria del problema, material i condicions de contorn 
 
Aquest segon problema consisteix en estudiar dues bigues biencastades de planta 
corba, de secció transversal tipus a i de 80 m de longitud cadascuna (veure figura P1-
1). Les bigues tenen signes de curvatura en planta oposats. La figura P2-1 mostra la 
geometria de les dues estructures que es tractaran, així com també les condicions de 
contorn considerades. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El centre de gravetat de la secció, el centre d’esforços tallants, el centre de torsió i els 
eixos principals d’inèrcia es poden veure a la figura P1-2. El material considerat és 
també isòtrop i les propietats són les mateixes que les del material de la biga del 
problema 1. 
 
Per a cadascuna de les estructures, s’analitzen tres estats de càrrega. Tot seguit, 
s’especifiquen aquests estats de càrrega i s’explica breument la metodologia de càlcul 
que se seguirà i els resultats que s’analitzaran. 
 
Figura P2-1. Geometria de les estructures del problema 2 i les seves condicions de 
contorn. 
Secció transversal (tipus a) 
4m
4m
4m
Espessor parets = 0.2m
Longitud de la biga = 80m 
Encastament 
Secció transversal tipus a 
Radi de curvatura = 76.40m 
Problema 2. Estructura II 
Problema 2. Estructura I 
Longitud de la biga = 80m 
Encastament 
Secció transversal tipus a 
Radi de curvatura = 76.40m 
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Estats de càrrega 
 
Com ja s’ha dit, per a cada estructura es consideren tres estats de càrrega. La figura 
P2-3 mostra aquests estats de càrrega. En cap cas es considera el pes propi. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P2-2. Estats de càrrega. 
Estat de càrrega 1 
Problema 2. Estructura II 
Problema 2. Estructura I 
Càrrega vertical descendent 
uniformement repartida de 
10kN/m. 
Estat de càrrega 2 
Problema 2. Estructura II 
Problema 2. Estructura I 
Càrrega vertical descendent 
uniformement repartida de 
10kN/m. 
Estat de càrrega 3 
Problema 2. Estructura II 
Problema 2. Estructura I 
Càrrega vertical descendent 
uniformement repartida de 
10kN/m. 
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Metodologia de càlcul i resultats 
 
En aquest cas, únicament es realitza el càlcul de la resposta de l’estructura mitjançant 
el mètode dels elements finits. Els elements utilitzats són altra vegada elements de 
làmina plana triangulars de tres nodes. No es fa cap càlcul analític. 
 
En primer lloc, es mostra la deformada de tota la peça per a cadascun dels estats de 
càrrega i per a cadascuna de les dues estructures. En segon lloc, s’analitza la 
deformada de la secció del centre de llum. Seguidament, s’analitza el camp de 
tensions normals que es desenvolupa al centre de llum i, finalment, s’observa el flux de 
tensions tangencials també al centre de llum. Així doncs, l’esquema a seguir és el 
mateix que el del cas anterior, però ara s’analitzen dues estructures i, a més a més, 
com es podrà veure, es fa ús dels resultats del problema anterior per veure els efectes 
de la curvatura en planta de les estructures. 
 
Estat de càrrega 1 
 
a) Deformada de les estructures 
 
Observi’s la figura P2-3, on apareixen les deformades de les estructures I i II. Recordi’s 
que, tot i que la càrrega és vertical i centrada, s’està en un cas de flexió esbiaixada. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P2-3. Deformades de les estructures I i II sotmeses a l’estat de càrrega 1. 
Vista A Vista A 
Estructura II 
Estructura I Vista A 
Vista A 
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És evident que les deformades que s’exposen són significativament diferents de la 
deformada de la biga del problema 1. S’observa com ara les bigues experimenten un 
gir respecte a la seva directriu que no es produïa abans. En funció del signe de la seva 
curvatura en planta, aquest gir es produeix en un sentit o en un altre. Es pot observar 
clarament que les dues estructures tendeixen a girar cap a l’exterior de les corbes que 
defineixen en planta. Vegi’s la figura P2-4 per tal d’aclarir aquesta darrera idea sobre el 
fet que les bigues giren cap a l’exterior de les corbes que defineixen en planta. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Observi’s, a la figura P2-5, la deformada de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures. Es pot veure que la curvatura en planta de les estructures 
introdueix un gir l’eix del qual és la directriu de les mateixes estructures i el sentit, el 
que es mostra a la figura P2-4. També es pot veure que les seccions no distorsionen 
o, almenys, la distorsió no s’aprecia. 
 
1 2 
4 3 
Estructura I 
1 2 
4 3 
Estructura II 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 103. 
Estructura problema 1: 
X1 
X2 
Sistema d’eixos: 
Figura P2-5. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat càrrega 1. 
Figura P2-4. Gir que es produeix al carregar les bigues amb l’estat de càrrega 1. 
La biga tendeix a girar cap 
a l’exterior de la corba que 
defineix en planta. 
Sentit del gir: 
Biga 
Gir 
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A continuació es mostra una taula amb els desplaçaments dels nodes indicats a la 
figura P2-5. En aquesta, es pot veure que els desplaçaments són molt petits i menors 
en valor absolut que els del problema 1. 
 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P2-6 mostra les tensions normals al centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures obtingudes amb el mètode dels elements finits. També mostra les tensions 
normals al centre de llum de l’estructura del problema 1 sotmesa al mateix estat de 
càrrega. D’aquesta manera es copsen més clarament les diferències qualitatives entre 
aquestes tensions normals i aquelles de les estructures I i II. Així doncs, observant 
aquesta figura queda palès que el fet de corbar l’estructura del problema 1 provoca 
una variació substancial de les tensions normals que s’hi desenvolupen. 
 
El motiu d’aquesta variació és l’acoblament de les torsions i les flexions7. Aquest 
acoblament es pot veure a partir de les equacions d’equilibri en un element diferencial 
de biga corba o bé d’una manera més intuïtiva. A continuació, s’expliquen aquestes 
dues maneres de veure l’acoblament en qüestió. 
                                                 
7
 Manterola, J. (2006), Puentes. Apuntes para su diseño, cálculo y construcción. Vol I. 
Colegio de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos. 
Estructura I Estructura II 
Node Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
1 0,089 -0,846 0,851 -0,410 -1,576 1,628 
2 0,100 -1,304 1,308 -0,410 -1,094 1,168 
3 -0,450 -1,303 1,379 0,080 -1,094 1,097 
4 -0,450 -1,853 1,907 0,082 -0,634 0,639 
Figura P2-6. Tensions normals al centre de llum de cadascuna de les dues estructures 
sotmeses a l’estat de càrrega 1. 
Taula P2-1. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures indicats a la figura P2-5. 
Estructura problema 1 
1 
2 
3 
4 
Estructura I 
1 
2 
3 
4 
Estructura II 
Traccions 
Compressions 
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La figura P2-7 mostra les variables que intervenen en les equacions d’equilibri d’un 
element diferencial de biga corba. Aquestes equacions d’equilibri són les següents: 
 
p
ds
dQ
−=   (P2-1) 
Q
R
T
ds
dM
−=+  (P2-2) 
tm
R
M
ds
dT
−=  (P2-3) 
 
On, 
 
Q = esforç tallant 
M = moment flector 
T = moment torçor 
p = càrrega vertical per unitat de longitud de la biga uniformement repartida 
mt = moment torçor per unitat de longitud de la biga uniformement repartit 
R = radi de curvatura de la biga 
s = paràmetre arc de la corba que la biga defineix en planta 
 
Així doncs, s’observa que les torsions i les flexions estan acoblades. Tot i així, tal i com 
s’ha assenyalat, aquest acoblament es pot entendre o veure d’una manera més 
intuïtiva. Observi’s la figura P2-8, on es mostra un element diferencial de biga corba de 
secció rectangular sotmès a un moment flector M. La resultant de les compressions de 
la cara superior i la de les traccions de la cara inferior produeixen dues forces, 
denominades S a la figura, que equivalen a una acció torçora. 
 
Doncs ara, traspassi’s el mateix concepte a un element diferencial de biga corba de 
secció tipus a. A la mateixa figura P2-8, es poden veure dos elements diferencials de 
biga corba de secció tipus a amb signes de curvatura oposats. Les tensions normals 
que hi apareixen representades corresponen a les que es produeixen al centre de llum 
de l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de càrrega 1. Observi’s que la 
resultant de les tensions normals de l’ala superior i la de les tensions normals de l’ala 
inferior produeixen dues forces, també denominades S a la figura, que equivalen a una 
acció torçora. 
 
Aquesta acció torçora fa que l’element diferencial tendeixi a girar cap a l’exterior de la 
corba que defineix en planta. Així doncs, la secció del centre de llum de cadascuna de 
les dues estructures tendirà a girar cap a l’exterior de la corba que la mateixa 
estructura defineix en planta (veure figura P2-4). Per tant, queda justificada la 
deformada de la secció del centre de llum tant de l’estructura I com de l’estructura II. 
p 
mt 
ds 
R 
T 
M 
Q T+dT 
M+dM 
Q+dQ 
Figura P2-7. Càrregues i esforços en un element diferencial de biga corba. 
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La figura P2-9 mostra, per a cadascuna de les dues estructures, la diferència entre les 
tensions normals al seu centre de llum i les tensions normals al centre de llum de 
l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de càrrega 1. Aquesta diferència 
representa la variació de les tensions normals com a conseqüència de la curvatura en 
planta de l’estructura. 
 
La taula P2-2 mostra el valor de la tensió normal en els nodes de la secció del centre 
de llum de l’estructura I, de l’estructura II i de l’estructura del problema 1 indicats a la 
figura P2-6. També mostra, en cada node, la diferència comentada en el paràgraf 
anterior. Seguidament, es desenvolupa una sèrie de reflexions destinades a justificar 
la variació de les tensions normals que apareix a la figura P2-9. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
M S M 
S 
Secció transversal tipus a 
Curvatura>0 
M 
S 
M 
S 
Secció transversal tipus a 
Curvatura<0 
M 
S 
M 
S 
Secció transversal rectangular 
Figura P2-8. Acoblament de les torsions i les flexions. 
1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 Traccions 
Compressions 
Estructura I Estructura II 
Figura P2-9. Variació de les tensions normals com a conseqüència de la curvatura en 
planta de les estructures. 
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Tensió normal (N/m2) 
Node Estructura 
problema 1 
(a) 
Estructura I 
 
(b) 
Variació 
 
(b-a) 
Estructura II 
(c) 
Variació 
 
(c-a) 
1 992027,50 -1068197,80 -2060225,25 669822,05 -322205,45 
2 -2003875,00 -558911,95 1444962,30 -628504,50 1375370,50 
3 1996362,50 691175,85 -1305186,65 480511,70 -1515850,80 
4 -992040,00 -658703,45 333336,55 946376,05 1938414,55 
 
 
 
 
Observi’s la figura P2-10. S’hi representa el següent: 
 
- Dos elements diferencials plans de planta corba sotmesos a un camp de tensions 
normals lineal i simètric respecte als seus eixos (a, b). A sobre dels mateixos 
elements diferencials, s’hi representen les resultants d’aquest camp de tensions 
normals (A, B). 
 
Comentari: 
 
S’observa que la direcció de les resultants del camp de tensions normals aplicat 
als elements diferencials és perpendicular a l’eix dels mateixos elements 
diferencials. 
 
- Peces planes de planta corba biencastades sotmeses a les seves zones centrals a 
les resultants que s’acaben de mencionar. 
 
Comentari: 
 
S’observa que les resultants representades amb color blau tendeixen a comprimir 
les zones de la peça on s’hi desenvolupen, mentre que les representades amb 
color vermell tendeixen a traccionar-les. 
 
- La deformada i el camp de tensions normals al centre de llum d’aquestes peces 
que provoquen les resultants anteriors. 
 
Comentari: 
 
Es pot veure que el camp de tensions normals al centre de llum de les peça no és 
lineal i que la fibra neutra no coincideix amb el seu eix. 
 
Així doncs, quan es corba una peça plana de planta recta biencastada i sotmesa, a la 
seva zona central, a un camp de tensions normals lineal i simètric respecte al seu eix, 
es genera un camp addicional de tensions normals com el que es mostra a l’ESTAT 
1.1C o a l’ESTAT 1.2C de la figura P2-10. 
 
Observi’s ara la figura P2-11, on s’hi representa el següent: 
 
- Dos elements diferencials plans de planta corba sotmesos a un camp de tensions 
normals uniforme (a o b). A sobre dels mateixos elements diferencials, s’hi 
representa la resultant d’aquest camp de tensions normals (A o B). 
 
Taula P2-2. Tensió normal en els nodes del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures indicats tant a la figura P2-6 com a la P2-9. 
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- Peces planes de planta corba biencastades sotmeses a les seves zones centrals a 
les resultants que s’acaben de mencionar. 
 
- Les deformades i els camps de tensions normals als centres de llum d’aquestes 
peces que provoquen les resultants anteriors. 
 
Els comentaris referents a la figura P2-10 són també vàlids per a la figura P2-11. Així 
doncs, quan es corba una peça plana de planta recta biencastada i sotmesa, a la seva 
zona central, a un camp de tensions uniforme, es genera un camp addicional de 
tensions normals com el que es mostra a l’ESTAT 2.1C o a l’ESTAT 2.2C de la figura 
P2-11. 
 
Figura P2-10. Efectes de la curvatura en planta sobre les tensions normals. 
Compressions 
Traccions 
Compressions 
Traccions 
Resultants a la peça 1 Resultants a la peça 2 
Deformada de la peça 1 
ESTAT 1.1C 
Deformada de la peça 2 
ESTAT 1.2C 
A 
B 
a 
b 
Tensions normals de compressió 
Tensions normals de tracció 
Resultant de les tensions a 
Resultant de les tensions b 
Element diferencial 
A 
B 
b b 
a a 
ds 
Element diferencial 
ESTAT 1.1 
A 
B 
b b 
a a 
ds 
Element diferencial 
ESTAT 1.2 
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Les peces planes que s’acaben de tractar es poden assimilar a les ales de les 
estructures I i II. Per tant, hom podria pensar que, a partir de les figures P2-10 i P2-11, 
és possible justificar la variació de les tensions normals a les ales de les estructures 
objectes d’estudi com a conseqüència de la seva curvatura en planta, variació que 
apareix a la figura P2-9. Però això no és del tot cert, ja que falta considerar la 
interacció de les ales amb l’ànima que les uneix.  
 
Consideri’s l’ànima de l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de càrrega 1. En 
aquesta ànima s’hi desenvolupen unes determinades tensions normals. Suposi’s ara 
que es corba aquesta estructura en planta. El fet de corbar l’estructura en planta 
provoca una variació de les tensions normals en qüestió que depèn de dos factors: 
 
Resultants a la peça 1 Resultants a la peça 2 
Compressions 
Traccions 
Compressions 
Traccions 
Deformada de la peça 1 
ESTAT 2.1C 
Deformada de la peça 2 
ESTAT 2.2C 
B 
b b 
ds 
Element diferencial 
ESTAT 2.1 
Element diferencial 
ESTAT 2.2 
A 
B 
a 
b 
Tensions normals de compressió 
Tensions normals de tracció 
Resultant de les tensions a 
Resultant de les tensions b 
Element diferencial 
A 
a a 
ds 
Figura P2-11. Efectes de la curvatura en planta sobre les tensions normals. 
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- En primer lloc, del valor de les pròpies tensions normals. 
 
- En segon lloc, del moviment relatiu que experimenten les dues ales quan es corba 
l’estructura en planta. 
 
Així doncs, explicar la variació de les tensions normals a les ànimes de les estructures 
objectes d’estudi com a conseqüència de la seva curvatura en planta de manera 
senzilla, sense la necessitat de càlculs, no resulta, en general, possible. 
Conseqüentment, tampoc és possible explicar, de manera senzilla, la variació de les 
tensions normals a les ales de les estructures objectes d’estudi com a conseqüència 
de la seva curvatura en planta. 
 
Tot i així, seguidament s’ofereix una explicació esquemàtica, qualitativa i imprecisa de 
la variació dels camps de tensions normals a les ales de les estructures I i II. La 
imprecisió d’aquesta explicació rau en el fet que en cap moment s’especifica quin és 
l’efecte de la interacció de les ales amb l’ànima que les uneix. 
 
Donada qualsevol de les dues ales de l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de 
càrrega 1, el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa es pot descompondre en 
la suma d’un camp de tensions normals lineal i simètric respecte al seu eix i un altre 
d’uniforme. El fet de corbar l’estructura en planta genera una variació d’aquest camp 
de tensions normals. La variació del camp de tensions normals a les ales de les 
estructures I i II són el resultat de: 
 
- Ales superiors: 
 
o Estructura I = Estat1.1C(fig.P2-10) + Estat2.1C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P2-10) + Estat2.1C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
- Ales inferiors: 
 
o Estructura I = Estat1.1C(fig.P2-10) + Estat2.2C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P2-10) + Estat2.2C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
S’acaba d’intentar explicar la variació de les tensions normals com a conseqüència de 
la curvatura en planta de l’estructura. Ara bé, falta veure de quina manera el radi de 
curvatura influeix en les tensions normals. 
 
En primer lloc, observi’s que el valor de les resultants comentades anteriorment depèn 
del radi de curvatura. A més a més, el seu efecte, és a dir, les tensions normals que 
generen, també en depèn. En segon lloc, cal tenir en compte que, a aquest efecte de 
les resultants, cal sumar-hi l’efecte de la interacció de l’ala amb l’ànima, el qual també 
és funció del radi de curvatura. 
 
d) Flux de tensions tangencials 
 
Quan s’aplica l’estat de càrrega 1, la llei d’esforços tallants i la de moments de 
guerxament s’anul·len al centre de llum de les estructures. Per tant, és d’esperar que 
el flux de tensions tangencials al centre de llum de les estructures s’anul·li. Ara bé, tot i 
considerar malles més refinades que les inicialment utilitzades, això no passa. Tot i 
així, els valors registrats no superen els 350 N/m, excepte en algunes zones 
localitzades de la secció on el valor del flux de tensions tangencials es dispara. 
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Estat de càrrega 2 
 
a) Deformada de les estructures 
 
Observi’s la figura P2-12, on apareixen les deformades de les estructures I i II. 
Recordi’s que en aquest cas la càrrega és excèntrica i es pot descompondre en una 
càrrega centrada més un moment torçor. 
 
Es pot veure clarament que tant la secció del centre de llum de l’estructura I com la de 
l’estructura II distorsionen. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s, a la figura P2-13, la deformada de la secció del centre de llum de 
cadascuna de les dues estructures. Efectivament, tant la secció del centre de llum de 
l’estructura I com la de l’estructura II distorsionen. 
 
La taula P2-3 mostra els desplaçaments dels nodes indicats a la figura P2-13. En 
aquesta, es pot veure que els desplaçaments són molt petits. Per tant, la distorsió de 
la secció del centre de llum de les estructures I i II és irrellevant. 
 
Vista A 
Vista A 
Estructura II 
Estructura I 
Vista A 
Vista A 
Figura P2-12. Deformades de les estructures I i II sotmeses a l’estat de càrrega 2. 
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Tal i com ja s’ha comentat anteriorment, l’excentricitat de la càrrega introdueix un 
moment torçor. Si es considera l’estructura I, aquest moment torçor fa que la secció 
del centre de llum tendeixi a girar cap a l’interior de la corba que l’estructura defineix 
en planta. Per tant, el gir de la secció del centre de llum cap a l’exterior de la corba que 
l’estructura defineix en planta serà menor que el que es produïa quan es considerava 
l’estat de càrrega 1. 
 
En canvi, si es considera l’estructura II, aquest moment torçor fa que la secció del 
centre de llum tendeixi a girar cap a l’exterior de la corba que l’estructura defineix en 
planta. Per tant, en aquest cas, el gir de la secció del centre de llum cap a l’exterior de 
la corba que l’estructura defineix en planta serà major que el es produïa quan es 
considerava l’estat de càrrega 1. 
 
Estructura I Estructura II 
Node Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
1 -0,349 -3,680 3,697 -0,880 -5,362 5,434 
2 -0,340 -0,897 0,959 -0,880 -1,573 1,802 
3 -0,100 -0,896 0,902 0,380 -1,576 1,621 
4 -0,100 -1,221 1,225 0,376 -0,896 0,972 
1 2 
4 3 
Estructura I 
1 2 
4 3 
Estructura II 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 103. 
Estructura problema 1: 
X1 
X2 
Sistema d’eixos: 
Figura P2-13. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 2. 
Taula P2-3. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures indicats a la figura P2-13. 
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A la figura P2-14, es mostra, per a cadascuna de les dues estructures, la deformada 
de la secció del centre de llum quan es considera el primer estat de càrrega, i la 
deformada de la mateixa secció quan es considera el segon estat de càrrega. 
Observant aquestes deformades, queden constatades les reflexions fetes en els dos 
paràgrafs anteriors. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P2-15 mostra les tensions normals al centre de llum de cadascuna de les 
dues estructures obtingudes amb el mètode dels elements finits. També mostra les 
tensions normals al centre de llum de l’estructura del problema 1 sotmesa al mateix 
estat de càrrega. Observant aquesta figura, queda palès novament que el fet de corbar 
l’estructura del problema 1 provoca una variació substancial de les tensions normals 
que s’hi desenvolupen. 
 
Com ja s’ha dit anteriorment, el motiu d’aquesta variació és l’acoblament de les 
torsions i les flexions. Vegi’s la figura P2-16, que mostra, per a cadascuna de les dues 
estructures, la diferència entre les tensions normals al seu centre de llum i les tensions 
normals al centre de llum de l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de càrrega 2. 
 
La taula P2-4 mostra el valor de la tensió normal en els nodes de la secció del centre 
de llum de l’estructura I, de l’estructura II i de l’estructura del problema 1 indicats a la 
figura P2-15. També mostra, en cada node, la diferència comentada en el paràgraf 
anterior. 
 
Estructura problema 1 
1 
2 
3 
4 
Estructura I 
1 
2 
3 
4 
Estructura II 
Traccions 
Compressions 
Figura P2-14. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses als estats de càrrega 1 i 2. 
Figura P2-15. Tensions normals al centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 2. 
Estructura I Estructura II 
Estat de càrrega 1 
Estat de càrrega 2 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 103. 
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Tensió normal (N/m2) 
Node Estructura 
problema 1 
(a) 
Estructura I 
 
(b) 
Diferència 
 
(b-a) 
Estructura II 
(c) 
Diferència 
 
(c-a) 
1 3922550,00 -1186891,90 -5109441,90 1963513,40 -1959036,60 
2 -3487025,00 -1477780,30 2009242,85 -293682,80 3193342,20 
3 529365,00 965006,55 435641,55 -141487,00 -670852,00 
4 1931000,00 184171,55 -1746828,45 988421,80 -942577,50 
 
 
 
 
Donada qualsevol de les dues ales de l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de 
càrrega 2, el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa es pot descompondre en 
la suma d’un camp de tensions normals lineal i simètric respecte al seu eix i un altre 
d’uniforme. El fet de corbar l’estructura en planta genera una variació d’aquest camp 
de tensions normals. La variació del camp de tensions normals a les ales de les 
estructures I i II són el resultat de: 
 
- Ales superiors: 
 
o Estructura I = Estat1.1C(fig.P2-10) + Estat2.2C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P2-10) + Estat2.2C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
- Ales inferiors: 
 
o Estructura I = Estat1.2C(fig.P2-10) + Estat2.2C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.1C(fig.P2-10) + Estat2.2C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
En aquest cas, per veure de quina manera el radi de curvatura influeix en les tensions 
normals, s’ha de tenir en compte que el present estat de càrrega es pot descompondre 
en la suma de: l’estat de càrrega 1 i un estat de càrrega consistent en un moment 
torçor, mt, uniformement repartit al llarg de l’estructura. A la vegada, aquest moment 
torçor es pot descompondre en un parell de forces, també uniformement repartides al 
llarg de l’estructura, tal i com s’indica a la figura P1-10. El valor d’aquestes forces és 
mt/h, on h és la longitud de l’ànima. 
 
1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 Traccions 
Compressions 
Estructura I Estructura II 
Figura P2-16. Variació de les tensions normals com a conseqüència de la curvatura 
en planta de les estructures. 
Taula P2-4. Tensió normal en els nodes del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures indicats tant a la figura P2-15 com a la P2-16. 
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Suposi’s una de les dues ales de l’estructura objecte d’estudi. Prengui’s l’element 
diferencial d’aquesta ala situat al centre de llum. Sobre aquest element diferencial 
s’han de considerar dues accions: 
 
- Consideri’s la mateixa ala però de l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de 
càrrega 1. Prengui’s l’element diferencial d’aquesta ala situat al centre de llum. 
Aquest element diferencial està sotmès a unes determinades tensions normals. En 
corbar l’estructura en planta, aquestes tensions normals generen una resultant, F. 
El valor d’aquesta resultant depèn del radi de curvatura, R. Per tant, F=F(R). 
Aquesta és la primera acció a considerar. 
 
- La segona acció a tenir en compte és una de les dues forces que formen el parell 
de forces comentat anteriorment, la que està aplicada a l’ala que s’està analitzant. 
Com que s’està considerant un element diferencial, el valor d’aquesta força valdrà 
mt·dx/h, on dx és la longitud de l’element diferencial. 
 
Així doncs, l’element diferencial en qüestió està sotmès a dues accions, una de les 
quals depèn del radi de curvatura. L’efecte d’aquestes dues accions, és a dir, les 
tensions normals que generen, també en depèn. A més a més, a aquest efecte, cal 
sumar-hi l’efecte de la interacció de l’ala amb l’ànima, que també és funció del radi de 
curvatura (veure la figura P2-17). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aquestes reflexions sobre la influència del radi de curvatura sobre les tensions normals 
que es desenvolupen al centre de llum de les estructures són vàlides també en el cas 
de l’estat de càrrega 3. Ara bé, en aquest cas, la descomposició del moment torçor 
uniformement repartit al llarg de l’estructura en un parell de forces, també 
uniformement repartides al llarg de l’estructura, és la que s’indica a la figura P1-15. 
 
d) Flux de tensions tangencials 
 
La llei d’esforços tallants i la de moments de guerxament s’anul·len al centre de llum. 
Per tant, és d’esperar que el flux de tensions tangencials s’anul·li en aquesta secció. 
Ara bé, tot i considerar malles més refinades que les inicialment utilitzades, això no 
passa. Tot i així, els valors registrats no superen els 500 N/m, excepte en algunes 
zones localitzades de la secció on el valor del flux de tensions tangencials es dispara. 
+ 
+ 
dx dx 
F(R) mt·dx/h 
Tensions normals 1 (TN1) 
TN1=TN1(R) 
Interacció ala – ànima (IA) / IA=IA(R) Tensions normals 2 (TN2) 
TN2=TN2(R) 
A) 
B) 
Tensions normals (TN) 
TN=TN(R) 
Figura P2-17. Influència del radi de curvatura en les tensions normals. 
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Estat de càrrega 3 
 
a) Deformada de les estructures 
 
Observi’s la figura P2-18, on apareixen les deformades de les estructures I i II. 
Recordi’s que en aquest cas la càrrega també és excèntrica i es pot descompondre en 
una càrrega centrada més un moment torçor. 
 
Altra vegada, es pot veure clarament que tant la secció del centre de llum de 
l’estructura I com la de l’estructura II distorsionen. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s, a la figura P2-19, la deformada de la secció del centre de llum de 
cadascuna de les dues estructures. Efectivament, tant la secció del centre de llum de 
l’estructura I com la de l’estructura II distorsionen. 
 
Seguidament, es mostra una taula amb els desplaçaments dels nodes indicats a la 
figura P2-19. En aquesta, es pot veure que els desplaçaments són molt petits. Per 
tant, la distorsió de la secció del centre de llum de les estructures I i II és irrellevant. 
 
Estructura II 
Estructura I 
Vista A 
Vista A 
Vista A 
Vista A 
Figura P2-18. Deformades de les estructures I i II sotmeses a l’estat de càrrega 3. 
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Si es considera l’estructura I, el moment torçor que introdueix l’excentricitat de la 
càrrega fa que la secció del centre de llum tendeixi a girar cap a l’exterior de la corba 
que l’estructura defineix en planta. Per tant, el gir de la secció del centre de llum cap a 
l’exterior de la corba que l’estructura defineix en planta serà major que el que es 
produïa quan es considerava l’estat de càrrega 1. 
 
En canvi, si es considera l’estructura II, aquest moment torçor fa que la secció del 
centre de llum tendeixi a girar cap a l’interior de la corba que l’estructura defineix en 
planta. Per tant, en aquest cas, el gir de la secció del centre de llum cap a l’exterior de 
la corba que l’estructura defineix en planta serà menor que el que es produïa quan es 
considerava l’estat de càrrega 1. 
 
Estructura I Estructura II 
Node Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
1 0,464 -1,100 1,194 -0,060 -1,003 1,005 
2 0,470 -1,919 1,976 -0,060 -0,710 0,713 
3 -1,030 -1,916 2,175 -0,350 -0,711 0,793 
4 -1,020 -6,038 6,123 -0,355 -3,568 3,586 
1 2 
4 3 
1 2 
4 3 
Estructura I 
Estructura II 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 103. 
X1 
X2 
Sistema d’eixos: 
Estructura problema 1: 
Figura P2-19. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 3. 
Taula P2-5. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures indicats a la figura P2-19. 
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A la figura P2-20, es mostra, per a cadascuna de les dues estructures, la deformada 
de la secció del centre de llum quan es considera el primer estat de càrrega, i la 
deformada de la mateixa secció quan es considera el tercer estat de càrrega. 
Observant aquestes deformades, queden constatades les reflexions fetes en els dos 
paràgrafs anteriors. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P2-21 mostra les tensions normals al centre de llum de cadascuna de les 
dues estructures obtingudes amb el mètode dels elements finits. També mostra les 
tensions normals al centre de llum de l’estructura del problema 1 sotmesa al mateix 
estat de càrrega. Altra vegada es veu clarament que fet de corbar l’estructura del 
problema 1 provoca una variació substancial de les tensions normals que s’hi 
desenvolupen. 
 
Recordi’s que el motiu d’aquesta variació és l’acoblament de les torsions i les flexions. 
Vegi’s la figura P2-22, que mostra, per a cadascuna de les dues estructures, la 
diferència entre les tensions normals al seu centre de llum i les tensions normals al 
centre de llum de l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de càrrega 3. 
 
La taula P2-6 mostra el valor de la tensió normal als nodes de la secció del centre de 
llum de l’estructura I, de l’estructura II i de l’estructura del problema 1 indicats a la 
figura P2-21. També mostra, en cada node, la diferència comentada en el paràgraf 
anterior. 
 
1 
2 
3 
4 
Estructura I 
1 
2 
3 
4 
Estructura II 
Estructura problema 1 
Traccions 
Compressions 
Figura P2-20. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses als estats de càrrega 1 i 3. 
Estructura I Estructura II 
Estat de càrrega 1 
Estat de càrrega 3 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 103. 
Figura P2-21. Tensions normals al centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 3. 
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Tensió normal (N/m2) 
Node Estructura 
problema 1 
(a) 
Estructura I 
 
(b) 
Diferència 
 
(b-a) 
Estructura II 
(c) 
Diferència 
 
(c-a) 
1 -1931100,00 -1093897,70 837202,30 -248903,35 1682196,65 
2 -527246,25 182525,10 709771,70 -861842,30 -334596,05 
3 3481512,50 358662,10 -3122850,40 1415849,30 -2065663,20 
4 -3922475,00 -2136359,90 1786115,10 1018673,80 4941145,10 
 
 
 
 
Donada qualsevol de les dues ales de l’estructura del problema 1 sotmesa a l’estat de 
càrrega 3, el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa es pot descompondre en 
la suma d’un camp de tensions normals lineal i simètric respecte al seu eix i un altre 
d’uniforme. El fet de corbar l’estructura en planta genera una variació d’aquest camp 
de tensions normals. La variació del camp de tensions normals a les ales de les 
estructures I i II són el resultat de: 
 
- Ales superiors: 
 
o Estructura I = Estat1.2C(fig.P2-10) + Estat2.1C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.1C(fig.P2-10) + Estat2.1C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
- Ales inferiors: 
 
o Estructura I = Estat1.1C(fig.P2-10) + Estat2.1C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P2-10) + Estat2.1C(fig.P2-11) + interacció ànima 
 
d) Flux de tensions tangencials 
 
La llei d’esforços tallants i la de moments de guerxament s’anul·len al centre de llum. 
Per tant, és d’esperar que el flux de tensions tangencials s’anul·li en aquesta secció. 
Ara bé, tot i considerar malles més refinades que les inicialment utilitzades, això no 
passa. Tot i així, els valors registrats no superen els 1000 N/m, excepte en algunes 
zones localitzades de la secció on el valor del flux de tensions tangencials es dispara. 
1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 Traccions 
Compressions 
Estructura I Estructura II 
Figura P2-22. Variació de les tensions normals com a conseqüència de la curvatura 
en planta de les estructures. 
Taula P2-6. Tensió normal del centre de llum de cadascuna de les dues estructures 
indicats tant a la figura P2-21 com a la P2-22. 
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PROBLEMA 3. Biga de planta recta i secció transversal tipus b. 
 
Geometria del problema, material i condicions de contorn 
 
L’estructura a estudiar consisteix en un biga biencastada de planta recta, de 80 m de 
longitud i de secció transversal tipus b. La figura P3-1 mostra la geometria d’aquesta 
estructura i les seves condicions de contorn. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P3-2 mostra el centre de gravetat de la secció, el centre d’esforços tallants, el 
centre de torsió i els eixos principals d’inèrcia. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El material considerat és isòtrop i té les següents propietats: 
 
E = 210GPa 
ν = 0,3 
G = E/(2·(1+ ν)) 
 
On E és el mòdul d’elasticitat, G, el mòdul de tall i ν, el coeficient de Poisson. 
 
Cdg = centre de gravetat 
C = centre d’esforços tallants 
D = centre de torsió 
I1, I2 = eixos principals d’inèrcia 
Figura P3-2. Centre de gravetat, centre d’esforços tallants, centre de torsió i eixos 
principals d’inèrcia. 
Llum = 80m
Encastament
Encastament
Espessor parets = 0.2m
2m
2m
5m
Figura P3-1. Geometria i condicions de contorn del problema 1. 
Resposta estructural de taulers de pont de secció en “Z” 
Pere Pla Juncà 
 44 
Estats de càrrega 
 
Es consideren tres estats de càrrega. La figura P3-3 mostra aquests estats de càrrega. 
En cap cas es considera el pes propi de l’estructura. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P3-3. Estats de càrrega. 
Llum = 80m
q = 10kN/m
q = 10kN/m
Llum = 80m
q = 10kN/m
Llum = 80m
Estat de càrrega 1 
Estat de càrrega 2 
Estat de càrrega 3 
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Metodologies de càlcul i resultats 
 
La metodologia de càlcul és la mateixa que la del problema 1. A continuació s’exposen 
i analitzen els resultats obtinguts. 
 
 Estat de càrrega 1 
 
a) Deformada de l’estructura 
 
Observi’s la deformada de l’estructura que es mostra a la figura P3-4. Tot i que la 
càrrega és vertical i centrada, es pot veure que s’està davant d’un cas de flexió 
esbiaixada: l’estructura flecta en sentit vertical i en sentit horitzontal. Aquest resultat és 
degut a la inclinació dels eixos principals d’inèrcia de la secció respecte als eixos 
cartesians (veure figura P3-2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P3-4. Deformada de l’estructura sotmesa a l’estat de càrrega 1. 
Figura P3-5. Deformada de la secció del centre de llum per a l’estat de càrrega 1. 
Vista A 
Vista A 
5          6          7          8          9 
4 
 
3 
 
2 
 
1 
13 
 
12 
 
11 
 
10 
X1 
X2 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de la 
secció estan amplificats per 
un factor de 102. 
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Observi’s la deformada de la secció del centre de llum que es mostra a la figura P3-5. 
Com es pot veure, la secció no experimenta distorsió. A continuació, es mostra una 
taula amb el valor dels desplaçaments dels nodes indicats a la figura P3-5. En 
aquesta, es pot veure que els desplaçaments són petits, tot i que més grans que els 
del problema 1. 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
Les reflexions referents a les tensions normals que s’han fet en analitzar l’estructura 
del problema 1 sotmesa a l’estat de càrrega 1 segueixen sent vàlides. La figura P3-6 
mostra les tensions normals al centre de llum obtingudes amb el mètode dels elements 
finits. S’observa que la fibra neutra d’aquestes tensions normals no és horitzontal sinó 
que està inclinada respecte a l’horitzontal. Aquest fet és degut a la inclinació dels eixos 
principals d’inèrcia de la secció respecte als eixos cartesians (veure figura P3-2). La 
taula P3-2 mostra el valor de la tensió normal en els nodes indicats a la figura P3-6. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node 
Desplaçament 
horitzontal x1 
(mm) 
Desplaçament 
vertical x2 
(mm) 
Mòdul del vector 
desplaçament 
(mm) 
1 2,669 -10,160 10,510 
2 2,722 -10,170 10,530 
3 2,776 -10,170 10,540 
4 2,831 -10,170 10,560 
5 2,835 -10,240 10,620 
6 2,837 -10,290 10,680 
7 2,838 -10,310 10,700 
8 2,837 -10,290 10,680 
9 2,835 -10,240 10,620 
10 2,831 -10,170 10,560 
11 2,776 -10,170 10,540 
12 2,722 -10,170 10,530 
13 2,669 -10,160 10,510 
Taula P3-1. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-5. 
Figura P3-6. Tensions normals al centre de llum per a l’estat de càrrega 1. 
1 
13 
4 
10 
Traccions 
Compressions 
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Els resultats que s’observen són consistents amb les propietats geomètriques de la 
secció transversal tipus b. La fibra neutra forma un angle de 15,80º amb l’horitzontal, 
de manera que la seva direcció s’aproxima a la de l’eix principal d’inèrcia I1 (veure 
figura P3-2). 
 
Finalment, observi’s la figura P3-7, on es mostra el camp de tensions normals de 
l’estructura integrat al llarg de l’espessor de les parets primes. En aquesta, es pot 
veure clarament que el camp de tensions normals en els recolzaments és l’invers del 
que es desenvolupa al centre de llum, tal i com era d’esperar donades les condicions 
de contorn del problema. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La biga objecte d’estudi és de planta recta, per tant, també es realitza el càlcul analític 
de les tensions normals. A la taula P3-3 es comparen les tensions normals obtingudes 
amb el mètode dels elements finits i les obtingudes analíticament (veure Annex 1). 
 
 
 
 
 
 
Node Tensió normal (N/m2) 
1 6824700,00 
4 -3724750,00 
10 3726250,00 
13 -6824450,00 
Node 
Tensió normal Na 
(càlcul analític) 
(N/m2) 
Tensió normal 
Nmef 
(càlcul amb el 
mètode dels 
elements finits) 
(N/m2) 
Diferència 
percentual 
(100·|Na-
Nmef|/|Na|) 
(%) 
1 6828200,00 6824700,00 0,05 
4 -3722300,00 -3724750,00 0,07 
10 3722300,00 3726250,00 0,11 
13 -6828200,00 -6824450,00 0,05 
Taula P3-2. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-6. 
Figura P3-7. Camp de tensions normals integrat al llarg de l’espessor de les parets 
primes per a l’estat de càrrega 1. 
(N/m) 
Nx’>0: traccions 
Nx’<0: compressions 
Taula P3-3. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-6. 
Resposta estructural de taulers de pont de secció en “Z” 
Pere Pla Juncà 
 48 
Els valors que apareixen en aquesta taula posen de manifest que hi ha una gran 
concordança entre els resultats obtinguts amb el mètode dels elements finits i els 
obtinguts analíticament. Tot i així, cal recordar que les tensions normals que s’han 
comparat són les que s’esdevenen en els eixos de les parets primes de la secció. És 
d’esperar, però, que aquesta bona concordança es produeixi també en comparar les 
tensions normals en els extrems de l’espessor de les parets primes. 
 
d) Flux de tensions tangencials 
 
Les reflexions referents a les tensions tangencials que s’han fet en el mateix apartat 
del problema 1 segueixen sent vàlides. Per tant, el flux de tensions tangencials al 
centre de llum que s’obté amb el mètode analític és nul. 
 
S’ha de comprovar, doncs, que l’esforç de membrana Nx’y’ (veure figura P1-8) a la 
secció del centre de llum de la biga és nul. Amb la malla utilitzada per a determinar les 
tensions normals al centre de llum, els valors d’aquest esforç Nx’y’ en valor absolut 
són petits, però no nuls, la majoria situats entre 3 N/m i 22 N/m, amb algun valor de 
l’ordre de 48 N/m. Tot i així, després de refinar la malla, no hi ha cap valor d’aquest 
esforç en valor absolut que superi els 0,72 N/m. 
 
Per tant, amb un refinament òptim de la malla, els resultats obtinguts amb el mètode 
dels elements finits i els obtinguts analíticament són similars. S’ha de ser conscient, 
però, que aquesta coincidència de resultats no és tant consistent com la coincidència 
de resultats que s’obtenia en comparar les tensions normals en els eixos de les parets 
primes de la secció. 
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Estat de càrrega 2 
  
a) Deformada de l’estructura 
 
Observi’s la deformada de l’estructura que es mostra a la figura P3-8. La càrrega 
aplicada és excèntrica. Aquesta càrrega excèntrica equival a una càrrega centrada 
més un moment torçor. Així doncs, la biga està sotmesa a flexió esbiaixada i a torsió. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La deformada que s’observa a la figura P3-8 es podria intuir a priori, de manera 
qualitativa i sense la necessitat de realitzar càlculs, tenint en compte la descomposició 
del moment torçor que es mostra a la figura P3-9. L’Annex 2 conté una sèrie de càlculs 
destinats a confirmar que, si es considerés aquesta descomposició, els resultats en 
termes de desplaçaments i tensions normals serien els mateixos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D’acord amb aquesta descomposició del moment torçor, els extrems lliures de la 
secció tendiran a tancar-se. Si se suma aquest efecte i l’efecte de la càrrega vertical 
centrada (estat de càrrega 1), queda totalment justificada la deformada de l’estructura 
que apareix a la figura P3-8. 
 
La secció transversal de la biga és una secció oberta de parets primes. A més a més, 
els guerxaments estan impedits, ja que l’estructura està biencastada. Així doncs, la 
torsió a la qual està sotmesa la biga és no uniforme i, per tant, es desenvolupen camps 
de tensions normals i tangencials de guerxament. 
 
Figura P3-8. Deformada de l’estructura sotmesa a l’estat de càrrega 2. 
Figura P3-9. Descomposició del moment torçor en un parell de forces. 
Vista A 
Vista A 
= 
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b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s la deformada de la secció del centre de llum que es mostra a la figura P3-10. 
Tal i com es pot veure, i contràriament al que hom podria pensar observant la figura 
P3-8, la secció no experimenta distorsió o, si més no, no s’aprecia. 
 
La taula P3-4 mostra el valor dels desplaçaments dels nodes de la secció del centre de 
llum indicats a la figura P3-10. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
Les reflexions referents a les tensions normals que s’han fet en analitzar l’estructura 
del problema 1 sotmesa a l’estat de càrrega 1 segueixen sent vàlides. 
 
Node 
Desplaçament 
horitzontal x1 
(mm) 
Desplaçament 
vertical x2 
(mm) 
Mòdul del vector 
desplaçament 
(mm) 
1 7,252 -15,680 17,280 
2 5,778 -15,690 16,720 
3 4,305 -15,700 16,280 
4 2,829 -15,690 15,950 
5 2,834 -13,850 14,130 
6 2,838 -12,000 12,330 
7 2,840 -10,150 10,540 
8 2,840 -8,314 8,786 
9 2,839 -6,482 7,076 
10 2,837 -4,659 5,455 
11 1,387 -4,661 4,863 
12 -0,059 -4,661 4,661 
13 -1,504 -4,659 4,896 
Figura P3-10. Deformada de la secció del centre de llum per a l’estat de càrrega 2. 
Taula P3-4. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-11. 
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Tal i com ja s’ha comentat anteriorment, l’excentricitat de la càrrega introdueix un 
moment torçor que, degut a les característiques geomètriques de la secció i a les 
condicions de contorn del problema, fa que la peça estigui sotmesa a torsió no 
uniforme i, per tant, que es desenvolupin camps de tensions normals i tangencials de 
guerxament. La figura P3-11 mostra les tensions normals al centre de llum obtingudes 
amb el mètode dels elements finits. La taula P3-5 mostra el valor de la tensió normal 
en els nodes indicats a la figura P1-11. Cal assenyalar que, tenint en compte les 
tensions normals generades per l’estat de càrrega 1 i la descomposició del moment 
torçor que apareix a la figura P3-9, seria possible deduir de manera qualitativa les 
tensions normals  al centre de llum generades pel present estat de càrrega. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P3-12  mostra el camp de tensions normals de l’estructura integrat al llarg de 
l’espessor de les parets primes. En aquesta, es pot veure, altra vegada, que el camp 
de tensions normals als recolzaments és l’invers del que es desenvolupa al centre de 
llum, tal i com era d’esperar donades les condicions de contorn del problema. 
 
A la taula P3-6 es comparen les tensions normals obtingudes amb el mètode dels 
elements finits i les obtingudes analíticament (veure Annex 1). Els valors que hi 
apareixen posen de manifest, novament, que hi ha una bona concordança entre els 
resultats obtinguts d’una manera i de l’altra. Tot i així, cal recordar, una vegada més, 
que les tensions normals que s’han comparat són les que s’esdevenen en els eixos de 
les parets primes de la secció, però que és d’esperar que aquesta bona concordança 
es produeixi també en comparar les tensions normals en els extrems de l’espessor 
d’aquestes parets primes. 
 
Node Tensió normal (N/m2) 
1 11009975,00 
4 -4931150,00 
10 2519400,00 
13 -2644665,00 
Taula P3-5. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-11. 
Figura P3-11. Tensions normals al centre de llum per a l’estat de càrrega 2. 
1 
13 
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10 
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d) Flux de tensions tangencials 
 
Les reflexions referents a les tensions tangencials que s’han fet en el mateix apartat 
del problema 1 segueixen sent vàlides. Per tant, el flux de tensions tangencials al 
centre de llum que s’obté amb el mètode analític és nul. 
 
S’ha de comprovar, per tant, que l’esforç de membrana Nx’y’ (veure figura P1-8) a la 
secció del centre de llum de la biga és nul. Amb la malla utilitzada per a determinar les 
tensions normals a la secció del centre de llum, els valors d’aquest esforç Nx’y’ en 
valor absolut són petits, però no nuls, la majoria situats entre 1 N/m i 62 N/m, amb 
algun valor de l’ordre de 320 N/m. Tot i així, després de refinar la malla, no hi ha cap 
valor d’aquest esforç en valor absolut que superi els 1,20 N/m. 
 
Per tant, queda palès que, amb un refinament òptim de la malla, els resultats obtinguts 
amb el mètode dels elements finits i els obtinguts analíticament són similars. Recordi’s 
que s’ha de ser conscient, però, que aquesta coincidència de resultats no és tant 
consistent com la coincidència de resultats que s’obtenia en comparar les tensions 
normals en els eixos de les parets primes de la secció. 
Node 
Tensió normal Na 
(càlcul analític) 
(N/m2) 
Tensió normal 
Nmef 
(càlcul amb el 
mètode dels 
elements finits) 
(N/m2) 
Diferència 
percentual 
(100·|Na-
Nmef|/|Na|) 
(%) 
1 10990000,00 11009975,00 0,18 
4 -4911300,00 -4931150,00 0,40 
10 2533300,00 2519400,00 0,55 
13 -2666600,00 -2644665,00 0,82 
Taula P3-6. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-11. 
Figura P3-12. Camp de tensions normals integrat al llarg de l’espessor de les parets 
per a l’estat de càrrega 2. 
 
(N/m) 
Nx’>0: traccions 
Nx’<0: compressions 
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Estat de càrrega 3 
 
a) Deformada de l’estructura 
 
Observi’s la deformada de l’estructura que es mostra a la figura P3-13. La càrrega 
aplicada és excèntrica i, per tant, la biga està sotmesa a flexió esbiaixada i a torsió. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La deformada que s’observa a la figura P3-13 també es podria intuir a priori, de 
manera qualitativa i sense la necessitat de realitzar càlculs, tenint en compte la 
descomposició del moment torçor que es mostra a la figura P3-14. L’Annex 2 conté 
una sèrie de càlculs destinats a confirmar que, si es considerés aquesta 
descomposició, els resultats en termes de desplaçaments i tensions normals serien els 
mateixos. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D’acord amb aquesta descomposició del moment torçor, els extrems lliures de la 
secció tendiran a obrir-se. Si se suma aquest efecte i l’efecte de la càrrega vertical 
centrada (estat de càrrega 1), queda totalment justificada la deformada de l’estructura 
que apareix a la figura P3-15.  
 
= 
Figura P3-13. Deformada de l’estructura sotmesa a l’estat de càrrega 3. 
Figura P3-14. Descomposició del moment torçor en un parell de forces. 
Vista A 
Vista A 
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b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s la deformada de la secció del centre de llum que es mostra a la figura P3-15. 
Tal i com es pot veure, i contràriament al que hom podria pensar observant la figura 
P3-13, la secció no experimenta distorsió o, almenys, no s’aprecia. 
 
La taula P3-7 mostra el valor dels desplaçaments dels nodes de la secció del centre de 
llum indicats a la figura P3-15. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
Les reflexions referents a les tensions normals que s’han fet en analitzar l’estructura 
del problema 1 sotmesa a l’estat de càrrega 1 segueixen sent vàlides. 
 
Node 
Desplaçament 
horitzontal x1 
(mm) 
Desplaçament 
vertical x2 
(mm) 
Mòdul del vector 
desplaçament 
(mm) 
1 -1,504 -4,659 4,896 
2 -0,060 -4,661 4,661 
3 1,387 -4,661 4,863 
4 2,837 -4,659 5,455 
5 2,839 -6,482 7,076 
6 2,840 -8,314 8,786 
7 2,840 -10,150 10,540 
8 2,837 -12,000 12,330 
9 2,834 -13,850 14,130 
10 2,829 -15,690 15,950 
11 4,305 -15,700 16,280 
12 5,778 -15,690 16,720 
13 7,252 -15,680 17,280 
Taula P3-7. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-15. 
Figura P3-15. Deformada de la secció del centre de llum per a l’estat de càrrega 3. 
5          6          7          8          9 
4 
 
3 
 
2 
 
1 
13 
 
12 
 
11 
 
10 
X1 
X2 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de la 
secció estan amplificats per 
un factor de 102. 
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Tal i com ja s’havia comentat en el cas de càrrega anterior, l’excentricitat de la càrrega 
introdueix un moment torçor que, degut a les característiques geomètriques de la 
secció i a les condicions de contorn del problema, fa que la peça estigui sotmesa a 
torsió no uniforme i, per tant, que es desenvolupin camps de tensions normals i 
tangencials de guerxament. La figura P3-16 mostra les tensions normals al centre de 
llum obtingudes amb el mètode dels elements finits. La taula P3-8 mostra el valor de la 
tensió normal en els nodes indicats a la figura P3-16. Cal assenyalar que, tenint en 
compte les tensions normals generades per l’estat de càrrega 1 i la descomposició del 
moment torçor que apareix a la figura P3-14, seria possible deduir de manera 
qualitativa les tensions normals  al centre de llum generades pel present estat de 
càrrega. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si s’observa la figura P3-11 i els valors de la taula P3-5, es comprova que el camp de 
tensions normals que resulta de considerar el present estat de càrrega és precisament 
l’invers del camp que s’obté si es considera l’estat de càrrega anterior. 
 
La figura P3-17 mostra el camp de tensions normals de l’estructura integrat al llarg de 
l’espessor de les parets primes.  En aquesta, es pot veure novament que el camp de 
tensions normals als recolzaments és l’invers del que es desenvolupa al centre de 
llum, tal i com era d’esperar donades les condicions de contorn del problema. 
 
A la taula P3-9 es comparen les tensions normals obtingudes amb el mètode dels 
elements finits i les obtingudes analíticament (veure Annex 1). Els valors que hi 
apareixen posen de manifest que, altra vegada, hi ha una gran concordança entre els 
resultats obtinguts d’una manera i de l’altra. Recordi’s que és d’esperar que aquesta 
bona concordança es produeixi també en comparar les tensions normals en els 
extrems de l’espessor d’aquestes parets primes. 
Node Tensió normal (N/m2) 
1 2644560,00 
6 -2518900,00 
11 4931075,00 
16 -11009975,00 
Taula P3-8. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-16. 
Figura P3-16. Tensions normals al centre de llum per a l’estat de càrrega 3. 
1 
13 
4 
10 
Traccions 
Compressions 
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d) Flux de tensions tangencials 
 
Les reflexions referents a les tensions tangencials que s’han fet en el mateix apartat 
del problema 1 segueixen sent vàlides. Per tant, el flux de tensions tangencials a la 
secció del centre de llum que s’obté amb el mètode analític és nul. 
 
S’ha de comprovar, doncs, que l’esforç de membrana Nx’y’ (veure figura P1-8) a la 
secció del centre de llum de la biga és nul. Amb la malla utilitzada per a determinar les 
tensions normals a la secció del centre de llum, els valors d’aquest esforç Nx’y’ en 
valor absolut són petits, però no nuls, la majoria situats entre 1 N/m i 55 N/m, amb 
algun valor de l’ordre de 187 N/m. Tot i així, després de refinar la malla, no hi ha cap 
valor d’aquest esforç en valor absolut que superi els 1,20 N/m. 
 
Per tant, es pot afirmar que, amb un refinament òptim de la malla, els resultats 
obtinguts amb el mètode dels elements finits i els obtinguts analíticament són similars. 
Ara bé, recordi’s novament que aquesta coincidència de resultats no és tant consistent 
com la coincidència de resultats que s’obtenia en comparar les tensions normals en els 
eixos de les parets primes de la secció. 
Node 
Tensió normal Na 
(càlcul analític) 
(N/m2) 
Tensió normal 
Nmef 
(càlcul amb el 
mètode dels 
elements finits) 
(N/m2) 
Diferència 
percentual 
(100·|Na-
Nmef|/|Na|) 
(%) 
1 2666600,00 2644560,00 0,83 
6 -2533300,00 -2518900,00 0,57 
11 4911300,00 4931075,00 0,40 
16 -10990000,00 -11009975,00 0,18 
Taula P3-9. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum indicats a la 
figura P3-16. 
Figura P3-17. Camp de tensions normals integrat al llarg de l’espessor de les parets 
primes per a l’estat de càrrega 3. 
(N/m) 
Nx’>0: traccions 
Nx’<0: compressions 
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PROBLEMA 4. Biga de planta corba i secció transversal tipus b. 
 
Geometria del problema, material i condicions de contorn 
 
Aquest quart problema consisteix en estudiar dues bigues biencastades de planta 
corba, de secció transversal tipus b i de 80 m de longitud cadascuna (veure figura P2-
1). Les bigues tenen signes de curvatura en planta oposats. La figura P4-1 mostra la 
geometria de les dues estructures que es tractaran, així com també les condicions de 
contorn considerades. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
El centre de gravetat de la secció, el centre d’esforços tallants, el centre de torsió i els 
eixos principals d’inèrcia es poden veure a la figura P3-2. El material considerat és 
també isòtrop i les propietats són les mateixes que les del material de la biga del 
problema 3. 
 
Per a cadascuna de les estructures, s’analitzen tres estats de càrrega. Tot seguit 
s’especifiquen aquests estats de càrrega i s’explica breument la metodologia de càlcul 
que se seguirà i els resultats que s’analitzaran. 
 
Figura P4-1. Geometria de les estructures del problema 4 i les seves condicions de 
contorn. 
Espessor parets = 0.2m
2m
2m
5m
Secció transversal (tipus b) 
Encastament 
Longitud de la biga = 80m 
Secció transversal tipus a 
Radi de curvatura = 76.40m 
Problema 4. Estructura II 
Problema 4. Estructura I 
Encastament 
Longitud de la biga = 80m 
Secció transversal tipus a 
Radi de curvatura = 76.40m 
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Estats de càrrega 
 
Com ja s’ha dit, per a cada estructura es consideren tres estats de càrrega. La figura 
P4-2 mostra aquests estats de càrrega. En cap cas es considera el pes propi. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P4-2. Estats de càrrega. 
Problema 4. Estructura I 
Problema 4. Estructura II 
Càrrega vertical descendent 
uniformement repartida de 
10kN/m. 
Estat de càrrega 1 
Problema 4. Estructura I 
Problema 4. Estructura II 
Càrrega vertical descendent 
uniformement repartida de 
10kN/m. 
Estat de càrrega 2 
Problema 4. Estructura I 
Problema 4. Estructura II 
Càrrega vertical descendent 
uniformement repartida de 
10kN/m. 
Estat de càrrega 3 
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Metodologia de càlcul i resultats 
 
En aquest cas, únicament es realitza el càlcul de la resposta de l’estructura mitjançant 
el mètode dels elements finits. Els elements utilitzats són altra vegada elements de 
làmina plana triangulars de tres nodes. No es fa cap càlcul analític. 
 
En primer lloc, es mostra la deformada de tota la peça per a cadascun dels estats de 
càrrega i per a cadascuna de les dues estructures. En segon lloc, s’analitza la 
deformada de la secció del centre de llum. Seguidament, s’analitza el camp de 
tensions normals que es desenvolupa al centre de llum i, finalment, s’observa el flux de 
tensions tangencials també al centre de llum. Així doncs, l’esquema a seguir és el 
mateix que el del cas anterior, però ara s’analitzen dues estructures i, a més a més, 
com es podrà veure, es fa ús dels resultats del problema anterior per veure els efectes 
de la curvatura en planta de les estructures. 
 
Estat de càrrega 1 
 
a) Deformada de les estructures 
 
Observi’s la figura P4-3, on apareixen les deformades de les estructures I i II. Recordi’s 
que, tot i que la càrrega és vertical i centrada, s’està en un cas de flexió esbiaixada. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P4-3. Deformades de les estructures I i II sotmeses a l’estat de càrrega 1. 
Estructura I 
Vista A 
Vista A 
Estructura II 
Vista A 
Vista A 
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És evident que les deformades que s’exposen són significativament diferents de la 
deformada de la biga del problema 3. S’observa com ara les bigues experimenten un 
gir respecte a la seva directriu que no es produïa abans. En funció del signe de la seva 
curvatura en planta, aquest gir es produeix en un sentit o en un altre. Es pot observar 
clarament que les dues estructures tendeixen a girar cap a l’exterior de les corbes que 
defineixen en planta. Vegi’s la figura P2-4 per tal d’aclarir aquesta darrera idea sobre el 
fet que les bigues giren cap a l’exterior de les corbes que defineixen en planta. 
 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s, a la figura P4-4, la deformada de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures. Es pot veure que la curvatura en planta de les estructures 
introdueix un gir l’eix del qual és la directriu de les mateixes estructures i el sentit, el 
que es mostra a la figura P2-4. També es pot veure que les seccions no distorsionen 
o, almenys, la distorsió no s’aprecia. 
 
La taula P4-1 mostra els desplaçaments dels indicats a la figura P4-4. En aquesta, es 
pot veure que els desplaçaments són molt petits i menors en valor absolut que els del 
problema 3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
La figura P4-5 mostra les tensions normals al centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures obtingudes amb el mètode dels elements finits. També mostra les tensions 
normals al centre de llum de l’estructura del problema 3 sotmesa al mateix estat de 
càrrega. D’aquesta manera es copsen més clarament les diferències qualitatives entre 
aquestes tensions normals i aquelles de les estructures I i II. Així doncs, observant 
aquesta figura queda palès que el fet de corbar l’estructura del problema 3 provoca 
una variació substancial de les tensions normals que s’hi desenvolupen. 
 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 102. 
Estructura problema 3: 
X1 
X2 
Sistema d’eixos: 
1 
2 3 
4 
Estructura II 
Estructura I 
1 
2 3 
4 
Figura P4-4. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 1. 
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Recordi’s que el motiu d’aquesta variació és l’acoblament de les torsions i les flexions. 
Per a veure aquest acoblament, observi’s la figura P4-6, on es poden veure dos 
elements diferencials de biga corba de secció tipus b amb signes de curvatura 
oposats. Les tensions normals que hi apareixen representades corresponen a les que 
es produeixen al centre de llum a l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de 
càrrega 1. Observi’s que la resultant de les tensions normals de l’ala superior i la de 
les tensions normals de l’ala inferior produeixen dues forces, denominades S a la 
figura, que equivalen a una acció torçora. 
 
Aquesta acció torçora fa que l’element diferencial tendeixi a girar cap a l’exterior de la 
corba que defineix en planta. Així doncs, la secció del centre de llum de cadascuna de 
les dues estructures tendirà a girar cap a l’exterior de la corba que la mateixa 
estructura defineix en planta (veure figura P2-4). Per tant, queda justificada la 
deformada de la secció del centre de llum tant de l’estructura I com de l’estructura II. 
 
La figura P4-7 mostra, per a cadascuna de les estructures, la diferència entre les 
tensions normals al seu centre de llum i les tensions normals al centre de llum de 
l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de càrrega 1. Recordi’s que aquesta 
diferència representa la variació de les tensions normals com a conseqüència de la 
curvatura en planta de l’estructura. 
 
Estructura I Estructura II 
Node Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
1 -0,801 -6,408 6,458 1,590 -9,153 9,290 
2 0,538 -6,413 6,436 0,540 -9,158 9,174 
3 0,530 -9,200 9,215 0,538 -6,413 6,436 
4 1,630 -9,195 9,338 -0,792 -6,408 6,457 
Figura P4-5. Tensions normals al centre de llum de cadascuna de les dues estructures 
sotmeses a l’estat de càrrega 1. 
Taula P4-1. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures indicats a la figura P4-4. 
Estructura problema 3 
1 
2 
3 
4 
Estructura I 
1 
2 
3 
4 
Estructura II 
Traccions 
Compressions 
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La taula P4-2 mostra el valor de la tensió normal en els nodes de la secció del centre 
de llum de l’estructura I, de l’estructura II i de l’estructura del problema 3 indicats a la 
figura P4-5. També mostra, en cada node, la diferència comentada en el paràgraf 
anterior. Seguidament, es desenvolupa una sèrie de reflexions destinades a justificar 
la variació de les tensions normals que apareix a la figura P4-7. 
 
 
Tensió normal (N/m2) 
Node Estructura 
problema 1 
(a) 
Estructura I 
 
(b) 
Diferència 
 
(b-a) 
Estructura II 
(c) 
Diferència 
 
(c-a) 
1 6824700,00 3259435,15 -3565264,85 5179766,80 -1644933,20 
2 -3724737,50 230140,95 3954878,45 -1901935,60 1822801,95 
3 3726262,50 1912631,15 -1813628,40 -226132,10 -3952402,05 
4 -6824450,00 -5175613,50 1648836,50 -3289174,60 3535275,45 
 
 
 
 
M S M 
S 
Secció transversal tipus b 
Curvatura>0 
M 
S 
M 
S 
Secció transversal tipus b 
Curvatura<0 
Figura P4-6. Acoblament de les torsions i les flexions. 
1 
2 
3 
4 
Estructura I 
1 
2 
3 
4 
Estructura II 
Traccions 
Compressions 
Figura P4-7. Variació de les tensions normals com a conseqüència de la curvatura en 
planta de les estructures. 
Taula P4-2. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures indicats tant a la figura P4-5 com a la P4-7. 
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Pari’s atenció a la figura P4-8. S’hi representa el següent: 
 
- Dos elements diferencials plans de planta corba sotmesos a un camp de tensions 
normal lineal i simètric respecte als seus eixos (a,b). A sobre dels mateixos 
elements diferencials, s’hi representen les resultants d’aquest camp de tensions 
normals (A, B). 
 
Comentari: 
 
S’observa que la direcció de les resultants del camp de tensions normals aplicat 
als elements diferencials és perpendicular als eixos dels mateixos elements 
diferencials. 
 
- Peces planes de planta corba biencastades sotmeses a les seves zones centrals a 
les resultants que s’acaben de mencionar. 
 
Comentari: 
 
S’observa que les resultants representades amb color blau tendeixen a comprimir 
les zones de la peça on s’hi desenvolupen, mentre que les representades amb 
color vermell tendeixen a traccionar-les. 
 
- El camp de tensions normals al centre de llum d’aquestes peces que provoquen 
les resultants anteriors. 
 
Així doncs, quan es corba una peça plana de planta recta biencastada i sotmesa, a la 
seva zona central, a un camp de tensions normals lineal i simètric respecte al seu eix, 
es genera un camp addicional de tensions normals com el que es mostra a l’ESTAT 
1.1C o a l’ESTAT 1.2C de la figura P4-8. 
 
Observi’s ara la figura P4-9, on s’hi representa el següent: 
 
- Dos elements diferencials plans de planta corba sotmesos a un camp de tensions 
normals uniforme (a o b). A sobre dels mateixos elements diferencials, s’hi 
representa la resultant d’aquest camp de tensions normals (A o B). 
 
- Peces planes de planta corba biencastades sotmeses a les seves zones centrals a 
les resultants que s’acaben de mencionar. 
 
- El camp de tensions normals als centres de llum d’aquestes peces que provoquen 
les resultants anteriors. 
 
Els comentaris referents a la figura P4-8 són també vàlids per a la figura P4-9. Així 
doncs, quan es corba una peça plana de planta recta biencastada i sotmesa, a la seva 
zona central, a un camp de tensions uniforme, es genera un camp addicional de 
tensions normals com el que es mostra a l’ESTAT 2.1C o a l’ESTAT 2.2C de la figura 
P4-9. 
 
Les peces planes que s’acaben de tractar es poden assimilar a les ales de les 
estructures I i II. Per tant, hom podria pensar que, a partir de les figures P4-8 i P4-9, és 
possible justificar la variació de les tensions normals a les ales de les estructures 
objectes d’estudi com a conseqüència de la seva curvatura en planta, variació que 
apareix a la figura P4-7. Però això no és del tot cert, ja que falta considerar la 
interacció de les ales amb l’ànima que les uneix.  
 
Resposta estructural de taulers de pont de secció en “Z” 
Pere Pla Juncà 
 64 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura P4-8. Efectes de la curvatura en planta sobre les tensions normals. 
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Tensions normals de tracció 
Resultant de les tensions a 
Resultant de les tensions b 
Tensions normals de compressió segons la directriu de la peça 
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Figura P4-9. Efectes de la curvatura en planta sobre les tensions normals. 
Resposta estructural de taulers de pont de secció en “Z” 
Pere Pla Juncà 
 66 
Consideri’s l’ànima de l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de càrrega 1. En 
aquesta ànima s’hi desenvolupen unes determinades tensions normals. Suposi’s ara 
que es corba aquesta estructura en planta. El fet de corbar l’estructura en planta 
provoca una variació de les tensions normals en qüestió. Aquesta variació depèn de 
dos factors: 
 
- En primer lloc, del valor de les pròpies tensions normals. 
 
- En segon lloc, del moviment relatiu que experimenten les dues ales quan es corba 
l’estructura en planta. 
 
Així doncs, explicar la variació de les tensions normals a les ànimes de les estructures 
objectes d’estudi com a conseqüència de la seva curvatura en planta de manera 
senzilla, sense la necessitat de càlculs, no resulta, en general, possible. 
Conseqüentment, tampoc és possible explicar, de manera senzilla, la variació de les 
tensions normals a les ales de les estructures objectes d’estudi com a conseqüència 
de la seva curvatura en planta. 
 
Tot i així, seguidament s’ofereix una explicació esquemàtica, qualitativa i imprecisa de 
la variació dels camps de tensions normals a les ales de les estructures I i II. La 
imprecisió d’aquesta explicació rau en el fet que en cap moment s’especifica quin és 
l’efecte de la interacció de les ales amb l’ànima que les uneix. 
 
Donada qualsevol de les dues ales de l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de 
càrrega 1, el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa es pot descompondre en 
la suma d’un camp de tensions normals lineal i simètric respecte al seu eix i un altre 
d’uniforme. El fet de corbar l’estructura en planta genera una variació d’aquest camp 
de tensions normals. La variació del camp de tensions normals a les ales de les 
estructures I i II són el resultat de: 
 
- Ales superiors (les que queden per sobre de l’ànima): 
 
o Estructura I = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.1C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.1C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
- Ales inferiors (les que queden per sota de l’ànima): 
 
o Estructura I = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.2C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.2C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
Falta veure de quina manera el radi de curvatura influeix en les tensions normals. 
Observi’s que el valor de les resultants comentades anteriorment depèn del radi de 
curvatura. El seu efecte, és a dir, les tensions normals que generen, també en depèn. 
Cal tenir en compte que, a aquest efecte de les resultants, cal sumar-hi l’efecte de la 
interacció de l’ala amb l’ànima, el qual és també funció del radi de curvatura. 
 
d) Flux de tensions tangencials 
 
Quan s’aplica l’estat de càrrega 1, la llei d’esforços tallants i la de moments de 
guerxament s’anul·len al centre de llum de les estructures. Per tant, és d’esperar que 
el flux de tensions tangencials al centre de llum de les estructures s’anul·li. Ara bé, tot i 
considerar unes malles més refinades que les inicialment utilitzades, això no passa. Es 
registren valors que disten força de zero, de l’ordre de 20000 N/m. 
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Estat de càrrega 2 
 
a) Deformada de les estructures 
 
Observi’s la figura P4-10, on apareixen les deformades de les estructures I i II. 
Recordi’s que en aquest cas la càrrega és excèntrica i es pot descompondre en una 
càrrega centrada més un moment torçor. 
 
No sembla que la secció del centre de llum de les estructures distorsioni. Ara bé, per 
confirmar-ho, vegi’s el següent apartat. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s, a la figura P4-11, la deformada de la secció del centre de llum de 
cadascuna de les dues estructures. Efectivament, ni la secció del centre de llum de 
l’estructura I ni la de l’estructura II distorsionen. Si més no, la distorsió no s’aprecia. 
 
Vista A 
Vista A 
 
Vista A 
Vista A 
Estructura II 
Estructura I 
Figura P4-10. Deformades de les estructures I i II sotmeses a l’estat de càrrega 2. 
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La taula P4-3 mostra els desplaçaments dels nodes indicats a la figura P4-11. En 
aquesta, es pot veure que els desplaçaments són petits. A més a més, es comprova 
que el desplaçament vertical descendent del centre de gravetat de la secció del centre 
de llum de les dues estructures és menor que el de la mateixa secció de l’estructura 
del problema 3 sotmesa al mateix estat de càrrega. 
 
Tal i com ja s’ha comentat anteriorment, l’excentricitat de la càrrega introdueix un 
moment torçor. Si es considera l’estructura I, aquest moment torçor fa que la secció 
del centre de llum tendeixi a girar cap a l’interior de la corba que l’estructura defineix 
en planta. Per tant, el gir de la secció del centre de llum cap a l’exterior de la corba que 
l’estructura defineix en planta serà menor que el que es produïa quan es considerava 
l’estat de càrrega 1. 
 
Estructura I Estructura II 
Node Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
1 0,160 -6,397 6,399 2,710 -11,997 12,299 
2 0,474 -6,405 6,423 0,520 -12,000 12,011 
3 0,470 -6,307 6,324 0,521 -6,255 6,277 
4 0,670 -6,302 6,338 -1,631 -6,252 6,461 
Estructura I 
1 
2 3 
4 
1 
2 3 
4 
Estructura II 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 102. 
Estructura problema 3: 
X1 
X2 
Sistema d’eixos: 
Figura P4-11. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 2. 
Taula P4-3. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures indicats a la figura P4-11. 
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En canvi, si es considera l’estructura II, aquest moment torçor fa que la secció del 
centre de llum tendeixi a girar cap a l’exterior de la corba que l’estructura defineix en 
planta. Per tant, en aquest cas, el gir de la secció del centre de llum cap a l’exterior de 
la corba que l’estructura defineix en planta serà major que el que es produïa quan es 
considerava l’estat de càrrega 1. 
 
A la figura P4-12, es mostra, per a cadascuna de les dues estructures, la deformada 
de la secció del centre de llum quan es considera el primer estat de càrrega, i la 
deformada de la mateixa secció quan es considera el segon estat de càrrega. 
Observant aquestes deformades, queden constatades les reflexions fetes en els dos 
paràgrafs anteriors. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P4-13 mostra les tensions normals al centre de llum de cadascuna de les 
dues estructures obtingudes amb el mètode dels elements finits. També mostra les 
tensions normals al centre de llum de l’estructura del problema 3 sotmesa al mateix 
estat de càrrega. 
 
Vegi’s la figura P4-14, que mostra, per a cadascuna de les dues estructures, la 
diferència entre les tensions normals al seu centre de llum i les tensions normals al 
centre de llum de l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de càrrega 2. La taula 
P4-4 mostra el valor de la tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum 
de l’estructura I, de l’estructura II i de l’estructura del problema 3 indicats a la figura P4-
13. També mostra, en cada node, la diferència comentada a l’inici d’aquest paràgraf. 
1 
2 
3 
4 
Estructura II 
1 
2 
3 
4 
Estructura I 
Estructura problema 3 
Traccions 
Compressions 
Estructura I Estructura II 
Estat de càrrega 1 
Estat de càrrega 2 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 102. 
Figura P4-12. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses als estats de càrrega 1 i 2. 
Figura P4-13. Tensions normals al centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 2. 
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Tensió normal (N/m2) 
Node Estructura 
problema 1 
(a) 
Estructura I 
 
(b) 
Diferència 
 
(b-a) 
Estructura II 
(c) 
Diferència 
 
(c-a) 
1 11009975,00 5468418,95 -5541556,05 4373079,35 -6636895,65 
2 -4931137,50 -10433,20 4920704,30 -2064207,00 2866930,50 
3 2519417,50 1518816,55 -1000598,00 -430654,55 -2950079,55 
4 -2644665,00 -5328438,20 -2683773,15 -1512043,90 1132621,15 
 
 
 
 
Donada qualsevol de les dues ales de l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de 
càrrega 2, el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa es pot descompondre en 
la suma d’un camp de tensions normals lineal i simètric respecte al seu eix i un altre 
d’uniforme. El fet de corbar l’estructura en planta genera una variació d’aquest camp 
de tensions normals. La variació del camp de tensions normals a les ales de les 
estructures I i II són el resultat de: 
 
- Ales superiors (les que queden per sobre de l’ànima): 
 
o Estructura I = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.1C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.1C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
- Ales inferiors (les que queden per sota de l’ànima): 
 
o Estructura I = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.2C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.2C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
En aquest cas, i de la mateixa manera que en el problema 2, per veure de quina 
manera el radi de curvatura influeix en les tensions normals, s’ha de tenir en compte 
que el present estat de càrrega es pot descompondre en la suma de: l’estat de càrrega 
1 i un estat de càrrega consistent en un moment torçor, mt, uniformement repartit al 
llarg de l’estructura. A la vegada, aquest moment torçor es pot descompondre en un 
Figura P4-14. Variació de les tensions normals com a conseqüència de la curvatura 
en planta de les estructures. 
Taula P4-4. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures indicats tant a la figura P4-13 com a la P4-14. 
Estructura I Estructura II 
Traccions 
Compressions 1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 
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parell de forces, també uniformement repartides al llarg de l’estructura, tal i com 
s’indica a la figura P3-9. El valor d’aquestes forces és mt/h, on h és la longitud de 
l’ànima. 
 
Suposi’s una de les dues ales de l’estructura objecte d’estudi. Prengui’s l’element 
diferencial d’aquesta ala situat al centre de llum. Sobre aquest element diferencial 
s’han de considerar dues accions: 
 
- Consideri’s la mateixa ala però de l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de 
càrrega 1. Prengui’s l’element diferencial d’aquesta ala situat al centre de llum. 
Aquest element diferencial està sotmès a unes determinades tensions normals. En 
corbar l’estructura en planta, aquestes tensions normals generen una resultant, F. 
El valor d’aquesta resultant depèn del radi de curvatura, R. Per tant, F=F(R). 
Aquesta és la primera acció a considerar. 
 
- Una de les dues forces que formen el parell de forces comentat anteriorment, la 
que està aplicada a l’ala que s’està analitzant. Com que s’està considerant un 
element diferencial, el valor d’aquesta força valdrà mt·dx/h, on dx és la longitud de 
l’element diferencial. 
 
Així doncs, l’element diferencial en qüestió està sotmès a dues accions, una de les 
quals depèn del radi de curvatura. L’efecte d’aquestes dues accions, és a dir, les 
tensions normals que generen, també en depèn. A més a més, a aquest efecte, cal 
sumar-hi l’efecte de la interacció de l’ala amb l’ànima, que també és funció del radi de 
curvatura (veure la figura P4-15). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aquestes reflexions sobre la influència del radi de curvatura sobre les tensions normals 
que es desenvolupen al centre de llum de les estructures són vàlides també en el cas 
de l’estat de càrrega 3. Ara bé, en aquest cas, la descomposició del moment torçor 
uniformement repartit al llarg de l’estructura en un parell de forces, també 
uniformement repartides al llarg de l’estructura, és la que s’indica a la figura P3-14. 
 
d) Flux de tensions tangencials 
 
La llei d’esforços tallants i la de moments de guerxament s’anul·len al centre de llum. 
Per tant, és d’esperar que el flux de tensions tangencials s’anul·li en aquesta secció. 
Ara bé, es registren valors que disten força de zero, també de l’ordre de 20000 N/m. 
+ 
+ 
dx dx 
F(R) mt·dx/h Tensions normals 1 (TN1) 
TN1=TN1(R) 
Interacció ala – ànima (IA) / IA=IA(R) Tensions normals 2 (TN2) 
TN2=TN2(R) 
A) 
B) 
Tensions normals (TN) 
TN=TN(R) 
Figura P4-15. Influència del radi de curvatura en les tensions normals. 
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Estat de càrrega 3 
 
a) Deformada de les estructures 
 
Observi’s la figura P4-16, on apareixen les deformades de les estructures I i II. 
Recordi’s que en aquest cas la càrrega també és excèntrica i es pot descompondre en 
una càrrega centrada més un moment torçor. 
 
De nou, no sembla que la secció del centre de llum de les estructures distorsioni. Ara 
bé, per confirmar-ho, vegi’s el següent apartat. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
b) Deformada de la secció del centre de llum 
 
Observi’s, a la figura P4-17, la deformada de la secció del centre de llum de 
cadascuna de les dues estructures. Efectivament, ni la secció del centre de llum de 
l’estructura I ni la de l’estructura II distorsionen. Si més no, la distorsió no s’aprecia. 
 
Estructura II 
Estructura I 
Vista A 
Vista A 
Vista A 
Vista A 
Figura P4-16. Deformades de les estructures I i II sotmeses a l’estat de càrrega 3. 
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La taula P4-5 mostra els desplaçaments dels nodes indicats a la figura P4-17. En 
aquesta, es pot veure que els desplaçaments són petits. A més a més, es comprova 
novament que el desplaçament vertical descendent del centre de gravetat de la secció 
del centre de llum de les dues estructures és menor que el de la mateixa secció de 
l’estructura del problema 3 sotmesa al mateix estat de càrrega. 
 
Si es considera l’estructura I, el moment torçor que introdueix l’excentricitat de la 
càrrega fa que la secció del centre de llum tendeixi a girar cap a l’exterior de la corba 
que l’estructura defineix en planta. Per tant, en aquest cas, el gir de la secció del 
centre de llum cap a l’exterior de la corba que l’estructura defineix en planta serà major 
que el que es produïa quan es considerava l’estat de càrrega 1. 
 
Estructura I Estructura II 
Node Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
Despl. 
Hortz. 
(x1) 
(mm) 
Despl. 
Vert. (x2) 
(mm) 
Mòdul 
despl. 
(mm) 
1 -1,651 -6,253 6,467 0,660 -6,296 6,331 
2 0,519 -6,255 6,276 0,470 -6,302 6,320 
3 0,510 -12,094 12,105 0,473 -6,405 6,422 
4 2,810 -12,090 12,412 0,160 -6,397 6,399 
Secció sense deformar 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 102. 
Estructura problema 3: 
X1 
X2 
Sistema d’eixos: 
1 
2 3 
4 
Estructura II 
1 
2 3 
4 
Estructura I 
Figura P4-17. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 3. 
Taula P4-5. Desplaçaments dels nodes de la secció del centre de cadascuna de les 
dues estructures indicats a la figura P4-17. 
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En canvi, si es considera l’estructura II, aquest moment torçor fa que la secció del 
centre de llum tendeixi a girar cap a l’interior de la corba que l’estructura defineix en 
planta. Per tant, en aquest cas, el gir de la secció del centre de llum cap a l’exterior de 
la corba que defineix en planta serà menor que el que es produïa quan es considerava 
l’estat de càrrega 1. 
 
A la figura P4-18, es mostra, per a cadascuna de les dues estructures, la deformada 
de la secció del centre de llum quan es considera el primer estat de càrrega, i la 
deformada de la mateixa secció quan es considera el tercer estat de càrrega. 
Observant aquestes deformades, queden constatades les reflexions fetes en els dos 
paràgrafs anteriors. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c) Tensions normals 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La figura P4-19 mostra les tensions normals al centre de llum de cadascuna de les 
dues estructures obtingudes amb el mètode dels elements finits. També mostra les 
tensions normals al centre de llum de l’estructura del problema 3 sotmesa al mateix 
estat de càrrega. 
 
Vegi’s la figura P4-20, que mostra, per a cadascuna de les dues estructures, la 
diferència entre les tensions normals al seu centre de llum i les tensions normals al 
centre de llum de l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de càrrega 3. La taula 
P4-6 mostra el valor de la tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum 
de l’estructura I, de l’estructura II i de l’estructura del problema 3 indicats a la figura P4-
19. També mostra, en cada node, la diferència comentada a l’inici d’aquest paràgraf. 
 
1 
2 
3 
4 
Estructura II 
Estructura problema 3 
1 
2 
3 
4 
Estructura I 
Traccions 
Compressions 
Estructura I Estructura II 
Estat de càrrega 1 
Estat de càrrega 2 
Els desplaçaments de les 
seccions estan amplificats 
per un factor de 102. 
Figura P4-18. Deformada de la secció del centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses als estats de càrrega 1 i 3. 
Figura P4-19. Tensions normals al centre de llum de cadascuna de les dues 
estructures sotmeses a l’estat de càrrega 3. 
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Tensió normal (N/m2) 
Node Estructura 
problema 1 
(a) 
Estructura I 
 
(b) 
Diferència 
 
(b-a) 
Estructura II 
(c) 
Diferència 
 
(c-a) 
1 2644560,00 1448773,15 -1195786,85 5322594,45 2678034,45 
2 -2518882,50 439422,90 2958305,40 -1514905,70 1003976,85 
3 4931075,00 2083516,05 -2847555,95 10953,80 -4920128,65 
4 -11009975,00 -4353965,60 6656009,45 -5474952,70 5535022,35 
 
 
 
 
Donada qualsevol de les dues ales de l’estructura del problema 3 sotmesa a l’estat de 
càrrega 3, el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa es pot descompondre en 
la suma d’un camp de tensions normals lineal i simètric respecte al seu eix i un altre 
d’uniforme. El fet de corbar l’estructura en planta genera una variació d’aquest camp 
de tensions normals. La variació del camp de tensions normals a les ales de les 
estructures I i II són el resultat de: 
 
- Ales superiors (les que queden per sobre de l’ànima): 
 
o Estructura I = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.1C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.1C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
- Ales inferiors (les que queden per sota de l’ànima): 
 
o Estructura I = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.2C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
o Estructura II = Estat1.2C(fig.P4-8) + Estat2.2C(fig.P4-9) + interacció ànima 
 
d) Flux de tensions tangencials 
 
La llei d’esforços tallants i la de moments de guerxament s’anul·len al centre de llum. 
Per tant, és d’esperar que el flux de tensions tangencials s’anul·li en aquesta secció. 
Ara bé, es registren valors que disten força de zero, ara també de l’ordre de 20000 
N/m. 
Figura P4-20. Variació de les tensions normals com a conseqüència de la curvatura 
en planta de les estructures. 
Taula P4-6. Tensió normal en els nodes de la secció del centre de llum de cadascuna 
de les dues estructures indicats tant a la figura P4-19 com a la P4-20. 
Estructura I Estructura II 
Traccions 
Compressions 1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 
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CONCLUSIONS 
 
En aquesta tesina s’ha realitzat un estudi del comportament estructural de dues 
seccions transversals de pont tipus Z (veure figura C-1). Aquest estudi s’ha estructurat 
en quatre parts. En cadascuna d’aquestes parts s’ha tractat un problema concret. Els 
problemes que s’han tractat són els següents: 
 
- Problema 1 Biga biencastada de planta recta i secció transversal tipus a. 
- Problema 2 Bigues biencastades de planta corba i secció transversal tipus a. 
- Problema 3 Biga biencastada de planta recta i secció transversal tipus b. 
- Problema 4 Bigues biencastades de planta corba i secció transversal tipus b. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A continuació, s’exposen les conclusions extretes d’aquest estudi. En primer lloc, les 
referents a les bigues de planta recta i, en segon lloc, les referents a les bigues de 
planta corba. 
 
Cal recordar que en cap cas s’ha considerat el pes propi de les estructures. En tots els 
problemes, l’estructura objecte d’estudi s’ha sotmès a tres estats de càrrega diferents: 
un primer consistent en un ganivet de càrrega vertical descendent centrat (és a dir, 
alineat amb la directriu que passa pel centre de gravetat de la secció transversal en 
cada punt de l’estructura) i dos més consistents en ganivets de càrrega verticals 
descendents excèntrics. Si s’hagués considerat el pes propi de les estructures, no 
s’hauria pogut veure amb claredat l’efecte sobre les mateixes dels diferents estats de 
càrrega. 
 
També cal recordar que l’estudi s’ha centrat en el comportament estructural de les 
bigues a la zona del seu centre de llum, lluny de la influència dels efectes locals que 
pugin induir els recolzaments. 
 
4m
4m
4m
Espessor parets = 0.2m
Espessor parets = 0.2m
2m
2m
5m
Secció transversal tipus a 
Secció transversal tipus b 
Exemple d’aplicació 
(secció transversal tipus a) 
Exemple d’aplicació 
(secció transversal tipus b) 
Figura C-1. Seccions transversals objectes d’estudi. 
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1) Bigues biencastades de planta recta (Problemes 1 i 3) 
 
1.1) Tant la secció tipus a com la b tenen simetria central. Per tant, el centre de 
gravetat, el d’esforços tallants i el de torsió coincideixen. Així doncs, els estats 
de càrrega centrats no generen esforços de torsió. Pel que fa als estats de 
càrrega excèntrics, aquests generen estats de torsió no uniforme, ja que les 
seccions transversals tipus Z són seccions obertes de parets primes. 
 
1.2) Els eixos principals d’inèrcia de les dues seccions transversals analitzades 
estan inclinats respecte als eixos cartesians. Per tant, totes les estructures, 
sigui quin sigui l’estat de càrrega considerat, estan sempre sotmeses a flexió 
esbiaixada. 
 
1.3) Quan s’aplica l’estat de càrrega centrat, no s’aprecia distorsió de la secció del 
centre de llum. Quan s’apliquen estats de càrrega excèntrics, això depèn del 
tipus de secció transversal que es consideri: si és del tipus a, es produeix 
distorsió de la secció del centre de llum; si és del tipus b, no. Això és degut al 
fet que, per als estats de càrrega excèntrics, les ales de l’estructura de secció 
transversal tipus b no pateixen flexió transversal, i la possible flexió transversal 
de l’ànima es veu contrarestada per la rigidesa que les ales confereixen a la 
totalitat de l’estructura (veure figura C-2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.4) Les tensions normals en els centres de llum obtingudes amb el mètode dels 
elements finits quan es consideren els estats de càrrega centrats són 
consistents amb les propietats geomètriques de les seccions. En ambdós 
casos, la fibra neutra s’inclina d’acord amb la inclinació dels eixos principals 
d’inèrcia de la secció. 
 
1.5) Les tensions normals al centre de llum que s’obtenen mitjançant el mètode dels 
elements finits i les que s’obtenen amb el càlcul analític coincideixen. En el 
problema 1, amb una malla de 7859 nodes, s’ha registrat una diferència 
màxima del 0,75 % i en el problema 3, amb una malla de 5773 nodes, una 
diferència màxima del 0,83 %. Aquestes diferències màximes es produeixen 
quan es consideren els estats de càrrega excèntrics. 
 
Figura C-2. Estats de càrrega 2 i 3 dels problemes 1 i 3. 
Estats de càrrega excèntrics problema 1 
Estats de càrrega excèntrics problema 3 
Flexió transversal de les ales 
No flexió transversal de les ales 
Estat de càrrega 2 
Estat de càrrega 2 Estat de càrrega 3 
Estat de càrrega 3 
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1.6) El flux de tensions tangencials al centre de llum que s’obté analíticament és 
nul. Amb el mètode dels elements finits i utilitzant les mateixes malles que les 
indicades al paràgraf anterior, s’obtenen valors que disten força de zero: en el 
problema 1, s’obté un valor màxim de 220,04 N/m, i en el problema 3, de 75,35 
N/m. Si es refinen les malles utilitzades i, a més a més, es densifiquen a les 
zones dels centres de llum, els valors que s’obtenen són molt més propers a 
zero: en el problema 1, s’obté un valor màxim de 3,56 N/m amb una malla de 
1683 nodes, i en el problema 3, un valor màxim d’1,13 N/m amb una malla de 
14701 nodes. 
 
1.7) Si es consideren aquestes dues últimes malles, el flux de tensions tangencials 
a un quart de llum obtingut amb el mètode dels elements finits coincideix amb 
l’obtingut analíticament. Tot i que es registren diferències màximes importants, 
aquestes es produeixen de manera aïllada i quan el valor del flux és molt petit. 
 
1.8) Així doncs, la concordança que hi ha entre el flux de tensions tangencials 
obtingut analíticament i l’obtingut amb el mètode dels elements finits no és tant 
consistent com la que hi ha entre les tensions normals obtingudes amb un 
mètode i l’altre. 
 
1.9) Tot estat de càrrega excèntric es pot descompondre en la suma d’un estat de 
càrrega centrat i un moment torçor. A partir d’aquesta descomposició és 
possible deduir, de forma qualitativa, la deformada de l’estructura quan està 
sotmesa a estats de càrrega excèntrics. També és possible, a partir de les 
tensions normals al centre de llum produïdes per l’estat de càrrega 1 i 
d’aquesta mateixa descomposició, deduir, igualment de forma qualitativa, les 
tensions normals que es desenvolupen al centre de llum de l’estructura. 
 
1.10) Els desplaçaments de la secció del centre de llum i el camp de tensions 
normals que s’hi desenvolupa quan es carrega l’estructura amb l’estat de 
càrrega 2 són els simètrics dels que resulten quan es carrega l’estructura amb 
l’estat de càrrega 3. El centre de simetria és el centre de gravetat de la secció 
(veure figura C-3 i C-4). Aquest fet és degut tant a la simetria de la secció com 
a la simetria que hi ha entre els estats de càrrega 2 i 3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura C-3. Tensions normals al centre de llum de les estructures dels problemes 1 i 3 
sotmeses als estats de càrrega 2 i 3. 
Traccions 
Compressions 
Estat de càrrega 2 Estat de càrrega 3 
Problema 1 
Estat de càrrega 2 Estat de càrrega 3 
Problema 3 Traccions 
Compressions 
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2) Bigues biencastades de planta corba (Problemes 2 i 4) 
 
A causa de l’asimetria de les seccions, s’han estudiat ambdues seccions transversals, 
tipus a i b, tant amb curvatura en planta positiva com negativa (veure figures P2-1 i P4-
1 dels problemes 2 i 4 respectivament): 
 
- χ = -1/R  Estructura I 
- χ = 1/R  Estructura II 
 
On χ és la curvatura en planta i R, el radi de curvatura, que, en tots els casos, és 76.40 
m. 
 
Les conclusions per a les bigues biencastades de planta corba són les que 
s’enumeren a continuació. 
 
2.1) La curvatura en planta de la biga fa que les flexions i les torsions estiguin 
acoblades. El primer efecte d’aquest acoblament és que, quan s’aplica l’estat 
de càrrega centrat, la biga tendeix a girar cap a l’exterior de la corba que 
defineix en planta (veure figura P2-4 del Problema 2). 
 
2.2) Quan s’aplica un estat de càrrega excèntric, al gir cap a l’exterior de la corba 
que l’estructura defineix en planta se li suma o resta el gir que introdueix el 
moment torçor induït per l’excentricitat de la càrrega. Sumar-li o restar-li 
dependrà del sentit del moment torçor. En qualsevol cas, el gir de la secció del 
centre de llum d’una estructura de planta corba carregada excèntricament és 
menor que el de la secció del centre de llum de la mateixa estructura, 
carregada amb el mateix estat de càrrega excèntric, però de planta recta. 
 
2.3) Així mateix, el desplaçament vertical descendent del centre de gravetat de les 
secció del centre de llum d’una estructura de planta corba és menor que el del 
de la secció del centre de llum de la mateixa estructura, carregada amb el 
mateix estat de càrrega, però de planta recta. 
 
Figura C-4. Desplaçaments de la secció del centre de llum de les estructures dels 
problemes 1 i 3 sotmeses als estats de càrrega 2 i 3. 
Secció original 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
FA*:102 
Secció original 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
FA*:103 Estat de càrrega 2 Estat de càrrega 3 
Problema 1 
Estat de càrrega 2 Estat de càrrega 3 
Problema 3 
* FA: Factor d’Amplificació dels desplaçaments de la secció 
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2.4) Únicament es produeix distorsió de la secció del centre de llum quan l’estat de 
càrrega és excèntric i la secció transversal de l’estructura objecte d’estudi és 
del tipus a. 
 
2.5) La curvatura en planta de l’estructura indueix un camp de tensions normals que 
no es pot deduir fàcilment. Aquest camp de tensions normals depèn de dos 
factors: en primer lloc, del camp de tensions normals que es produeix a la 
mateixa estructura, carregada amb el mateix estat de càrrega, però de planta 
recta; i, en segon lloc, del moviment relatiu de les ales d’aquesta darrera 
estructura quan es corba en planta. 
 
2.6) En principi, tant la llei d’esforços tallants com la llei de moments de guerxament 
s’anul·len al centre de llum per a qualsevol dels tres estats de càrrega. Per tant, 
seria d’esperar que el flux de tensions tangencials al centre de llum s’anul·lés. 
Ara bé, això no passa. En tots els casos s’obtenen valors màxims força elevats, 
fins i tot de l’ordre de 20000 N/m. Aquests valors s’obtenen amb malles 
d’elements finits força refinades: les malles utilitzades per a determinar el flux 
de tensions tangencials a les estructures del problema 2 tenen 38632 i 36631 
nodes (estructures I i II respectivament), i les utilitzades per a determinar el flux 
de tensions tangencials a les estructures del problema 4, 38137 i 38669 nodes 
(estructures I i II respectivament). A més a més, totes elles tenen una major 
densitat de nodes al centre de llum. 
 
2.7) Els desplaçaments de la secció del centre de llum de l’estructura I i el camp de 
tensions normals que s’hi desenvolupa quan se sol·licita amb l’estat de càrrega 
centrat són els simètrics dels desplaçaments de la secció del centre de llum de 
l’estructura  II i el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa quan es 
sol·licita també amb l’estat de càrrega centrat. El centre de simetria és el centre 
de gravetat de la secció (veure figures C-5 i C-6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura C-5. Desplaçaments de la secció del centre de llum de les estructures dels 
problemes 2 i 4 sotmeses a l’estat de càrrega 1. 
Secció original 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
FA*:102 
Secció original 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
FA*:102 
Problema 2 
Problema 4 
Estructura II 
(estat de càrrega centrat) 
Estructura I 
(estat de càrrega centrat) 
Estructura II 
(estat de càrrega centrat) 
Estructura I 
(estat de càrrega centrat) 
* FA: Factor d’Amplificació dels desplaçaments de la secció 
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2.8) Així mateix, els desplaçaments de la secció del centre de llum de l’estructura I i 
el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa quan se sol·licita amb l’estat 
de càrrega 2 són els simètrics dels desplaçaments de la secció del centre de 
llum de l’estructura  II i el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa quan 
es sol·licita amb l’estat de càrrega 3. El centre de simetria és el centre de 
gravetat de la secció (veure figures C-7 i C-8). 
 
2.9) De la mateixa manera, els desplaçaments de la secció del centre de llum de 
l’estructura I i el camp de tensions normals que s’hi desenvolupa quan se 
sol·licita amb l’estat de càrrega 3 són els simètrics dels desplaçaments de la 
secció del centre de llum de l’estructura  II i el camp de tensions normals que 
s’hi desenvolupa quan es sol·licita amb l’estat de càrrega 2. El centre de 
simetria és el centre de gravetat de la secció (veure figures C-7 i C-8). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Traccions 
Compressions 
Problema 2 
Problema 4 
Traccions 
Compressions 
Estructura II 
(estat de càrrega centrat) 
Estructura I 
(estat de càrrega centrat) 
Estructura II 
(estat de càrrega centrat) 
Estructura I 
(estat de càrrega centrat) 
Figura C-6. Tensions normals al centre de llum de les estructures dels problemes 2 i 4 
sotmeses a l’estat de càrrega 1. 
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Figura C-7. Desplaçaments de la secció del centre de llum de les estructures dels 
problemes 2 i 4 sotmeses als estats de càrrega 2 i 3. 
Problema 2 Secció original 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
FA*:103 
Estructura II 
(estat de càrrega 2) 
Estructura I 
(estat de càrrega 2) 
Problema 2 Secció original 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
FA*:103 
Estructura II 
(estat de càrrega 3) 
Estructura I 
(estat de càrrega 3) 
Problema 4 Secció original 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
FA*:102 
Estructura II 
(estat de càrrega 2) 
Estructura I 
(estat de càrrega 2) 
Problema 4 Secció original 
Secció deformada 
Nodes de la secció 
FA*:102 
Estructura II 
(estat de càrrega 3) 
Estructura I 
(estat de càrrega 3) 
* FA: Factor d’Amplificació dels desplaçaments de la secció 
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Problema 4 Traccions 
Compressions 
Estructura II 
(estat de càrrega 3) 
Estructura I 
(estat de càrrega 3) 
Traccions 
Compressions 
Problema 2 
Estructura II 
(estat de càrrega 3) 
Estructura I 
(estat de càrrega 3) 
Problema 4 Traccions 
Compressions 
Estructura II 
(estat de càrrega 2) 
Estructura I 
(estat de càrrega 2) 
Problema 2 Traccions 
Compressions 
Estructura I 
(estat de càrrega 2) 
Estructura II 
(estat de càrrega 2) 
Figura C-8. Tensions normals al centre de llum de les estructures dels problemes 2 i 4 
sotmeses als estats de càrrega 2 i 3. 
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2.10) El fet de corbar les estructures en planta indueix unes accions sobre les 
mateixes. El valor d’aquestes accions depèn del radi de curvatura i el valor de 
les tensions normals que generen també depèn del radi de curvatura. Per tant, 
el radi de curvatura influeix tant en les accions induïdes pel fet de corbar les 
estructures en planta com en la resposta estructural de les mateixes vers 
aquestes accions. 
 
Així doncs, es pot veure que el comportament de les seccions transversals tipus Z és 
més complex que el comportament de les seccions transversals de pla mig bastament 
utilitzades en el disseny de ponts. Tot i així, que sigui més complex no significa que 
sigui menys predictible. S’ha comprovat que és possible determinar de manera 
qualitativa alguns trets característics del seu comportament estructural. 
 
Quan es tracta d’estructures de planta recta, a partir del càlcul analític és possible 
determinar quines són les tensions generades per cada tipus d’esforç. Això permet 
acotar i controlar més bé el seu comportament estructural. En canvi, quan es tracta 
d’estructures de planta corba, com que no es disposa d’una formulació analítica 
similar, acotar i controlar el problema es fa més difícil. 
 
Cal tenir en compte que tots els ponts de secció transversal tipus Z consultats són 
asimètrics. És a dir, la seva secció transversal no és simètrica respecte al seu centre 
de gravetat. A més a més, en tots ells es combinen diferents materials i la geometria 
de la secció transversal de cada ala i de l’ànima pot ser radicalment diferent. 
Segurament, això passa en la gran majoria de ponts de secció transversal tipus Z que 
existeixen actualment. Per tant, no és fàcil sistematitzar el càlcul d’aquests ponts i és 
necessari disposar de potents eines de càlcul per a projectar-los. Ara bé, el fet que el 
seu tractament sigui menys sistemàtic i més costós no hauria de suposar la 
infrautilització d’aquestes seccions transversals, ja que amb elles es pot arribar a 
solucions molt elegants i eficaces, tant des del punt de vista estructural com funcional. 
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ANNEX 1. CÁLCUL ANALÍTIC DE LES TENSIONS NORMALS I TANGENCIALS 
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En aquest annex es pretén, en primer lloc, descriure el càlcul analític de les tensions 
normals i tangencials en els centres de llum de les estructures dels problemes 1 i 3 i, 
en segon lloc, exposar els resultats obtinguts. La informació s’estructura de la següent 
manera: 
 
- Presentació de les característiques geomètriques de les seccions tipus a i b. 
 
- Descripció de la formulació utilitzada. 
 
- Presentació dels resultats obtinguts. 
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CARACTERÍSTIQUES GEOMÈTRIQUES DE LES SECCIONS 
 
A continuació, es descriuen les característiques geomètriques de les seccions 
transversals objectes d'estudi. 
 
SECCIÓ TIPUS a 
 
La figura A1-1 mostra la secció tipus a, els eixos de referència, x2 i x3, els eixos 
principals d'inèrcia, el centre de gravetat, el centre d’esforços tallants i el centre de 
torsió. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SECCIÓ TIPUS b 
 
La figura A1-2 mostra la secció tipus b, els eixos de referència, x2 i x3, els eixos 
principals d'inèrcia i el centre de gravetat, el centre d’esforços tallants i el centre de 
torsió. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cdg = centre de gravetat 
C = centre d’esforços tallants 
D = centre de torsió 
x2, x3 = eixos de referència 
I1, I2 = eixos principals d’inèrcia 
4m
4m
4m
Espessor parets = 0.2m
Cdg = centre de gravetat 
C = centre d’esforços tallants 
D = centre de torsió 
x2, x3 = eixos de refrència 
I1, I2 = eixos principals d’inèrcia 
Espessor parets = 0.2m
2m
2m
5m
Figura A1-1. Eixos de referència, centre de gravetat, centre d’esforços tallants, centre 
de torsió i eixos principals d’inèrcia de la secció tipus a. 
Figura A1-2. Eixos de referència, centre de gravetat, centre d’esforços tallants, centre 
de torsió i eixos principals d’inèrcia de la secció tipus b. 
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TENSIONS DEGUDES AL MOMENT FLECTOR 
 
Suposi’s el cas general de flexió esbiaixada. Les tensions normals degudes al moment 
flector en funció de les coordenades x2 i x3 s'obtenen mitjançant la següent expressió: 
 
[ ])()(1 2223332323322
2332
IxIxMIxIxM
III
ff ⋅−⋅⋅+⋅−⋅⋅
−⋅
=σ  
 
on, 
 
I2  Moment d'inèrcia de la secció respecte l'eix x2 
I3  Moment d'inèrcia de la secció respecte l'eix x3  
I23  Producte d'inèrcia de la secció 
Mf2  Component x2 del moment flector aplicat 
Mf3  Component x3 del moment flector aplicat 
 
TENSIONS DEGUDES A L'ESFORÇ TALLANT 
 
Suposi’s el cas general de tallant esbiaixat. Les tensions tangencials degudes al tallant 
en funció de les coordenades x2 i x3 s'obtenen mitjançant la següent expressió: 
 
( ) ( ) ( )[ ]32223322323322332
1
ee mIQIQmIQIQ
IIIe
⋅⋅+⋅−+⋅⋅−⋅
−⋅⋅
−=τ  
 
on, 
 
e Espessor de la paret prima 
I2  Moment d'inèrcia de la secció respecte l'eix x2 
I3  Moment d'inèrcia de la secció respecte l'eix x3  
I23  Producte d'inèrcia de la secció 
me2  Moment estàtic respecte l'eix x2 
 
∫ ⋅⋅=
ξ
ξ
0
32 dexme  (veure la figura A1-3) 
 
me3  Moment estàtic respecte l'eix x3 
 
∫ ⋅⋅=
ξ
ξ
0
23 dexme  (veure la figura A1-3) 
 
Q2  Component x2 del tallant aplicat 
Q3  Component x3 del tallant aplicat 
 
TENSIONS DEGUDES AL MOMENT TORÇOR 
 
Tradicionalment, es consideren dos tipus de torsió: per un costat, la torsió uniforme o 
de Saint – Venant, que és aquell tipus de torsió en què el guerxament de les seccions 
transversals no està impedit; per l’altre, la torsió no uniforme o torsió amb guerxament, 
que es desenvolupa en aquells casos en què les seccions rectes presenten algun tipus 
de coacció al seu lliure moviment. 
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Una peça prismàtica està sotmesa a torsió uniforme quan el moment torçor que hi 
actua és constant al llarg de la mateixa i, a més a més, el guerxament que es produeix 
a les seccions rectes no té cap coacció. 
 
Aquestes condicions són ideals, per tant, en la realitat mai es reproduiran exactament. 
Tot i així, hi ha molts casos en què, amb un grau d'aproximació raonable, l'estat de 
torsió es pot assimilar al de torsió uniforme. Això passa principalment amb peces de 
secció massissa i amb perfils tancats de paret prima. 
 
Si es considera la peça prismàtica com formant part de tot un conjunt estructural, el 
guerxament no serà en general lliure, sinó que existirà algun tipus de coacció. Així, el 
guerxament de les seccions rectes deixa de ser uniforme al llarg de la peça. Com que 
el guerxament està coaccionat, apareixen unes tensions normals σ1 variables punt a 
punt a la secció i funció de la secció que es consideri. A més a més, i com a 
conseqüència de la variabilitat al llarg de l'eix de la peça de les tensions normals, 
apareixen també unes tensions tangencials τ constants al llarg de l'espessor que 
produiran un moment torçor Mω, denominat moment torçor de guerxament. El moment 
torçor total, T, que actua en una secció és la suma del moment torçor de guerxament i 
del produït per la torsió uniforme, Mt. És a dir, T = Mt + Mω. 
 
Aquest efecte que s'acaba de descriure només adquireix importància significativa quan 
es tracta de seccions obertes. Així doncs, les estructures objectes d'estudi estaran 
sotmeses a torsió no uniforme. 
 
A continuació es mostren els principals resultats per a la torsió no uniforme en el cas 
de peces prismàtiques de secció constant: 
 
- Moment de torsió uniforme Mt: 
 
1
1
dx
d
JGM t
ϕ
⋅⋅=  
 
- Bimoment BΩ: 
 
2
1
1
2
dx
d
IEB
ϕ
⋅⋅= ΩΩΩ  
 
ξ 
ξ 
ξ 
Secció tipus a 
ξ 
ξ 
ξ 
Secció tipus b 
Figura A1-3. Coordenada ξ a cadascuna de les dues seccions. 
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- Moment de guerxament Mω: 
 
3
1
1
3
dx
d
IEM
ϕ
ω ⋅⋅−= ΩΩ  
 
- Tensions tangencials de torsió uniforme: 
 
t
ii
j
j M
eb
e
⋅
⋅∑⋅
=
3
max
3
1
)(τ  
 
- Tensions normals de guerxament: 
 
Ω⋅⋅−=
ΩΩ
Ω 2
I
B
σ  
 
- Tensions tangencials de guerxament: 
 
Ω
ΩΩ
⋅
⋅
−= m
Ie
Mωτ  
 
on, 
 
G  Mòdul de tall del material 
φ1  Llei de girs de la peça 
x1  x2 ⊗ x3 
E  Mòdul d'elasticitat o mòdul de Young 
(τi)màx  Mòdul de la tensió tangencial als extrems de l'espessor de la paret prima i 
e, ei  Espessor de la paret prima i espessor de la paret prima i respectivament 
bi  Longitud de la paret prima i 
 
Seguidament es mostren els principals paràmetres utilitzats a la torsió: 
 
- Mòdul de torsió: 
 
3
3
1
ii ebJ ⋅∑⋅=  
 
- Coordenada sectorial ω: 
 
∫ ⋅⋅=
ξ
ξρω
0
2
1
d  
 
- Coordenada sectorial normalitzada Ω: 
 
A
dA
A
∫ ⋅
−=Ω
ω
ω  
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- Mòdul de guerxament IΩΩ: 
 
∫ ⋅Ω⋅=ΩΩ
A
dAI 24  
 
- Moment estàtic sectorial mΩ: 
 
∫ ⋅⋅Ω⋅=Ω
ξ
ξ
0
2 dem  
 
- Moment de guerxament µ2: 
 
∫ ⋅⋅−=
A
dAx32 ωµ  
 
- Moment de guerxament µ3: 
 
∫ ⋅⋅−=
A
dAx23 ωµ  
 
- Producte sectorial d'inèrcia I2ω: 
 
2
2
2
µ
ω =I  
 
- Producte sectorial d'inèrcia I3ω: 
 
2
3
3
µ
ω =I  
 
- Paràmetre β: 
 
JG
IE
⋅
⋅
=
ΩΩβ  
 
on, 
 
ρ  Segment AB, tal que 
 
 A Centre d'esforços tallants. 
B Intersecció entre la recta tangent a la línia mitjana de la secció al punt 
de la mateixa que s’estigui considerant (ξ) i la recta perpendicular a 
aquesta primera recta i que passa pel centre d'esforços tallants. 
 
ξ  Coordenada mostrada a la figura A1-3 
dA e·dξ 
 
Observació: les magnituds ρ, ω, Ω, mΩ estan referides al centre d'esforços tallants. Les 
magnituds µ2, µ3, I2ω, I3ω, estan referides al centre de gravetat. 
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La llei de girs φ1 s'obté resolent l'equació diferencial de la torsió no uniforme, que és la 
següent: 
 
3
1
1
3
1
1
dx
d
IE
dx
d
JGT
ϕϕ
⋅⋅−⋅⋅= ΩΩ  
 
on, 
 
T  Llei de moments torçors al llarg de la peça 
 
Hi ha ocasions, com ara la present, en què resulta més convenient tenir escrita 
aquesta equació en funció de les càrregues externes que actuen sobre la peça 
(moments torçors en aquest cas), i no de la llei de moments torçors que aquestes 
generen. Si es denomina m1 als moments torçors per unitat de longitud que actuen 
sobre la directriu de la peça (moments externs), d'acord amb les equacions d'equilibri 
d'un element diferencial sotmès a accions torçores, es té: 
 
0
1
1 =+
dx
dT
m  
 
Per tant, derivant l'equació diferencial anterior, s'obté: 
 
4
1
1
4
2
1
1
2
1
dx
d
IE
dx
d
JGm
ϕϕ
⋅⋅−⋅⋅=− ΩΩ  
 
Les estructures objectes d’estudi estan biencastades. Així doncs, els girs segons la 
directriu de la peça, φ1, i el guerxament, u1, als encastaments seran nuls. El 
guerxament s’expressa així: 
 
10
1
1
1 2 u
dx
d
u +⋅⋅−= ω
ϕ
 
 
on, 
 
u10  Constant d’integració el valor de la qual és funció de les condicions de contorn 
 
Si L és la longitud de l’estructura que s’està considerant, les condicions de contorn en 
tots els casos objectes d’estudi són les següents: 
 
( ) 0011 ==xϕ  
 
0
01
1
1
=
=x
dx
dϕ
 
 
( ) 011 == Lxϕ  
 
0
1
1
1
=
=Lx
dx
dϕ
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La llei de girs, sense imposar les condicions de contorn, per a una càrrega torçora per 
unitat de longitud, m, uniformement repartida al llarg de la longitud de l’estructura, és la 
següent: 
 
p
x
c
x
cxcc ϕββϕ +




⋅+





⋅+⋅+= 14
1
31211 sinhcosh  
 








−







−





⋅
⋅
⋅
=
ΩΩ 2
1cosh
2
112
2 xx
IE
m
p ββ
βϕ  
 
on, 
 
c1/2/3/4 Constants que es determinaran al imposar les condicions de contorn 
φp Solució particular de l’equació diferencial 
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RESULTATS OBTINGUTS 
 
A continuació s’exposen els resultats obtinguts. Per a cadascun dels estat de càrrega i 
cadascun dels dos problemes, 1 i 3, es mostra el flux de tensions normals al centre de 
llum: en primer lloc, el flux de tensions normals degut al moment flector; en segon lloc, 
el flux de tensions normals degut al moment torçor; i, finalment, el flux que resulta de 
sumar els dos fluxos anteriors. No es mostra, en cap moment, el flux de tensions 
tangencials al centre de llum, ja que és nul en tots els casos. 
 
Abans, però, observi’s la figura A1-4, que mostra, per a cada problema, els nodes de 
la secció transversal del centre de llum on s’avaluen les tensions normals i els tres 
estats de càrrega que es consideren. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Estat de càrrega 2 
1 
2 
3 
4 
1 
2 
3 
4 
PROBLEMA 1 
(Secció tipus a) 
PROBLEMA 3 
(Secció tipus b) 
Estat de càrrega 1 
Nodes 
Estat de càrrega 3 
Estat de càrrega 1 
Nodes 
Estat de càrrega 2 
Estat de càrrega 3 
Figura A1-4. Nodes on s’avaluen les tensions normals i estats de càrrega. 
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RESULTATS PROBLEMA 1 
 
  Estat de càrrega 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per flexió (N/m2) Per torsió (N/m2) Totals (N/m2) 
1 996509,41 0 996509,41 
2 -1994888,45 0 -1994888,45 
3 1994888,45 0 1994888,45 
4 -996509,41 0 -996509,41 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
 
  Estat de càrrega 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per flexió (N/m2) Per torsió (N/m2) Totals (N/m2) 
1 996509,41 2932586,16 3929095,57 
2 -1994888,45 -1466293,08 -3461181,53 
3 1994888,45 -1466293,08 528595,37 
4 -996509,41 2932586,16 1936076,75 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
 
  Estat de càrrega 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per flexió (N/m2) Per torsió (N/m2) Totals (N/m2) 
1 996509,41 -2932586,16 -1936076,75 
2 -1994888,45 1466293,08 -528595,37 
3 1994888,45 1466293,08 3461181,53 
4 -996509,41 -2932586,16 -3929095,57 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
Tensions normals per flexió Tensions normals per torsió Tensions normals totals 
Tensions normals per flexió Tensions normals per torsió Tensions normals totals 
Tensions normals per flexió Tensions normals per torsió Tensions normals totals 
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RESULTATS PROBLEMA 3 
 
  Estat de càrrega 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per flexió (N/m2) Per torsió (N/m2) Totals (N/m2) 
1 6828177,03 0 6828177,03 
2 -3722294,50 0 -3722294,50 
3 3722294,50 0 3722294,50 
4 -6828177,03 0 -6828177,03 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
 
  Estat de càrrega 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per flexió (N/m2) Per torsió (N/m2) Totals (N/m2) 
1 6828177,03 4161551,27 10989728,30 
2 -3722294,50 -1189014,65 -4911309,15 
3 3722294,50 -1189014,65 2533279,85 
4 -6828177,03 4161551,27 -2666625,75 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
 
  Estat de càrrega 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per flexió (N/m2) Per torsió (N/m2) Totals (N/m2) 
1 6828177,03 -4161551,27 2666625,75 
2 -3722294,50 1189014,65 -2533279,85 
3 3722294,50 1189014,65 4911309,15 
4 -6828177,03 -4161551,27 -10989728,30 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
Tensions normals per flexió Tensions normals per torsió Tensions normals totals 
Tensions normals per flexió Tensions normals per torsió Tensions normals totals 
Tensions normals per flexió Tensions normals per torsió Tensions normals totals 
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ANNEX 2. DESCOMPOSICIÓ DEL MOMENT TORÇOR 
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En aquest annex es pretén comprovar que els estats de càrrega A són equivalents als 
estats de càrrega B (veure figura A2-2). Per fer-ho, es comparen els desplaçaments i 
les tensions normals al centre de llum de les estructures dels problemes 1 i 3 
considerant els estats de càrrega A i els mateixos desplaçaments i les mateixes 
tensions normals considerant els estats de càrrega B. 
 
El que es fa és calcular la diferència percentual entre uns valors i els altres. Els nodes 
on s’avaluen aquests valors es mostren a la figura A2-1. 
 
L’objectiu és comprovar que el moment torçor que introdueix la càrrega de 10 kN/m 
quan aquesta és excèntrica equival a una acció torçora formada per un parell de 
forces, el valor de les quals depèn del problema (1 o 3) i de l’estat de càrrega (2 o 3) 
que es consideri (veure figura A2-2). Comprovant aquesta equivalència es dóna 
consistència a la justificació de les deformades de les estructures dels problemes 1 i 3 
quan se sotmeten als estats de càrrega 2 i 3, ja que aquesta justificació es basa 
precisament en considerar que el moment torçor introduït per l’excentricitat de la 
càrrega de 10 kN/m es pot descompondre en un parell de forces que conformen una 
acció torçora equivalent. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura A2-1. Nodes on s'avaluen i comparen les tensions normals i els 
desplaçaments. 
1 2 3 4 5 6
7
8
9
10
11 12 13 14 15 16
1 2 3 4 5
6
7
8
9
1011 12 13 14 15
Nodes on s’avaluen les tensions normals 
(PROBLEMA 1) 
Nodes on s’avaluen els desplaçaments 
(PROBLEMA 1) 
1
2
3
4 5 6 7 8 9 10
11
12
1
2
3
4 5 6 7 8 9 10
11
12
13
Nodes on s’avaluen les tensions normals 
(PROBLEMA 3) 
Nodes on s’avaluen els desplaçaments 
(PROBLEMA 3) 
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PROBLEMA 3. ESTAT DE CÀRREGA 2 
ESTAT A ESTAT B 
PROBLEMA 1. ESTAT DE CÀRREGA 2 
ESTAT A 
PROBLEMA 1. ESTAT DE CÀRREGA 3 
ESTAT A ESTAT B 
PROBLEMA 3. ESTAT DE CÀRREGA 3 
ESTAT A ESTAT B 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
5 kN/m 
5 kN/m 
6.25 kN/m 
6.25 kN/m 
5 kN/m 
5 kN/m 
6.25 kN/m 
6.25 kN/m 
10 kN/m 
10 kN/m 
5 kN/m 
5 kN/m 
5 kN/m 
5 kN/m 
ESTAT B 
1: 
2: 
1: 
2: 
1: 
2: 
1: 
2: 
Figura A2-2. Descomposició del moment torçor. Estats de càrrega A i B. 
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PROBLEMA 1. Estat de càrrega 2 
 
Tensions normals 
 
Node Estat A (N/m2) 
Estat  B 1 
(N/m2) 
Diferència 
entre B1 i A 
(%) 
Estat B 2 
(N/m2) 
Diferència 
entre B2 i A 
(%) 
1 3180650,00 3177700,00 0,09 3187550,00 0,22 
2 1696850,00 1695450,00 0,08 1701550,00 0,28 
3 220930,00 221135,00 0,09 223340,00 1,09 
4 -1253350,00 -1251500,00 0,15 -1253900,00 0,04 
5 -2742500,00 -2738400,00 0,15 -2737500,00 0,18 
6 -3076100,00 -3077400,00 0,04 -3072850,00 0,11 
7 -2254350,00 -2260850,00 0,29 -2260950,00 0,29 
8 -1451250,00 -1458700,00 0,51 -1458300,00 0,49 
9 -654150,00 -662750,00 1,31 -662500,00 1,28 
10 140170,00 128420,00 8,38 131190,00 6,41 
11 659300,00 655500,00 0,58 652600,00 1,02 
12 935100,00 933450,00 0,18 931100,00 0,43 
13 1212000,00 1211850,00 0,01 1214050,00 0,17 
14 1495400,00 1496800,00 0,09 1502850,00 0,50 
15 1785800,00 1788700,00 0,16 1798500,00 0,71 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
 
Desplaçaments 
 
Node Estat A (mm) 
Estat  B 1 
(mm) 
Diferència 
entre B1 i A 
(%) 
Estat B 2 
(mm) 
Diferència 
entre B2 i A 
(%) 
1 9,899 8,310 16,05 7,435 24,89 
2 8,468 7,297 13,83 6,683 21,08 
3 7,121 6,343 10,93 5,967 16,21 
4 5,915 5,481 7,34 5,300 10,40 
5 4,914 4,748 3,38 4,701 4,33 
6 4,190 4,184 0,14 4,201 0,26 
7 3,277 3,404 3,88 3,440 4,97 
8 2,591 2,748 6,06 2,762 6,60 
9 2,164 2,257 4,30 2,249 3,93 
10 2,035 2,034 0,05 2,032 0,15 
11 2,192 2,191 0,05 2,198 0,27 
12 1,525 1,324 13,18 1,415 7,21 
13 0,983 0,819 16,75 0,876 10,89 
14 0,832 1,375 65,26 1,043 25,36 
15 1,217 2,375 95,15 1,714 40,84 
16 1,825 3,467 89,97 2,513 37,70 
Nota: només s’avalua i es compara el mòdul del desplaçament de cada node 
 
La diferència màxima entre els valors de les tensions normals és del 8,38 %. Tot i així, 
en tots els nodes, excepte en el que es produeix aquesta diferència màxima, la 
diferència és inferior al 2 %. Les diferències entre els valors dels desplaçaments són 
majors. Tal i com es pot veure, les diferències poden arribar a ser importants, de fins a 
un 95,15 %. Tot i així, s’ha de tenir en compte que es pot millorar substancialment el 
refinament de la malla i, conseqüentment, reduir aquestes diferències. 
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PROBLEMA 1. Estat de càrrega 3 
 
Tensions normals 
 
Node Estat A (N/m2) 
Estat  B 1 
(N/m2) 
Diferència 
entre B1 i A 
(%) 
Estat B 2 
(N/m2) 
Diferència 
entre B2 i A 
(%) 
1 -1785900,00 -1788850,00 0,17 -1798650,00 0,71 
2 -1495500,00 -1496850,00 0,09 -1502950,00 0,50 
3 -1212100,00 -1211900,00 0,02 -1214100,00 0,17 
4 -935250,00 -933400,00 0,20 -930950,00 0,46 
5 -655700,00 -651550,00 0,63 -652500,00 0,49 
6 -140995,00 -142315,00 0,94 -146875,00 4,17 
7 654150,00 647650,00 0,99 647750,00 0,98 
8 1451450,00 1444000,00 0,51 1443600,00 0,54 
9 2255050,00 2246400,00 0,38 2246150,00 0,39 
10 3073450,00 3061700,00 0,38 3058950,00 0,47 
11 2738050,00 2734250,00 0,14 2737150,00 0,03 
12 1253400,00 1251800,00 0,13 1254150,00 0,06 
13 -220860,00 -220985,00 0,06 -223170,00 1,05 
14 -1696700,00 -1695300,00 0,08 -1701400,00 0,28 
15 -3180550,00 -3177650,00 0,09 -3187450,00 0,22 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
 
Desplaçaments 
 
Node Estat A (mm) 
Estat  B 1 
(mm) 
Diferència 
entre B1 i A 
(%) 
Estat B 2 
(mm) 
Diferència 
entre B2 i A 
(%) 
1 1,825 3,468 90,03 2,513 37,70 
2 1,217 2,375 95,15 1,714 40,84 
3 0,832 1,375 65,24 1,043 25,35 
4 0,983 0,819 16,74 0,877 10,87 
5 1,525 1,324 13,18 1,416 7,15 
6 2,192 2,191 0,05 2,199 0,32 
7 2,035 2,034 0,05 2,033 0,10 
8 2,165 2,258 4,30 2,249 3,88 
9 2,591 2,748 6,06 2,762 6,60 
10 3,277 3,404 3,88 3,440 4,97 
11 4,190 4,184 0,14 4,201 0,26 
12 4,914 4,748 3,38 4,701 4,33 
13 5,914 5,481 7,32 5,300 10,38 
14 7,121 6,343 10,93 5,967 16,21 
15 8,468 7,297 13,83 6,683 21,08 
16 9,899 8,310 16,05 7,436 24,88 
Nota: només s’avalua i es compara el mòdul del desplaçament de cada node 
 
La diferència màxima entre els valors de les tensions normals és del 4,17 %. Tot i així, 
en tots els nodes, excepte en el que es produeix aquesta diferència màxima, la 
diferència és inferior a l’1 %. Les diferències entre els valors dels desplaçaments són 
majors. Tal i com es pot veure, les diferències poden arribar a ser importants, de fins a 
un 95,15 % una altra vegada. Tot i així, recordi’s que es pot millorar substancialment el 
refinament de la malla i, conseqüentment, reduir aquestes diferències. 
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PROBLEMA 3. Estat de càrrega 2 
 
Tensions normals 
 
Node Estat A (N/m2) 
Estat  B 1 
(N/m2) 
Diferència 
entre B1 i A 
(%) 
Estat B 2 
(N/m2) 
Diferència 
entre B2 i A 
(%) 
1 8349000,00 8347500,00 0,02 8345000,00 0,05 
2 3027050,00 3027050,00 0,00 3026600,00 0,01 
3 -2284600,00 -2284850,00 0,01 -2286600,00 0,09 
4 -4294300,00 -4293450,00 0,02 -4303350,00 0,21 
5 -3039200,00 -3038450,00 0,02 -3045750,00 0,22 
6 -1798250,00 -1798050,00 0,01 -1805950,00 0,43 
7 -565850,00 -566100,00 0,04 -574000,00 1,44 
8 664100,00 663350,00 0,11 656500,00 1,14 
9 1901300,00 1900700,00 0,03 1887750,00 0,71 
10 1658900,00 1660500,00 0,10 1656950,00 0,12 
11 -61170,00 -61710,00 0,88 -61485,00 0,51 
12 -1783500,00 -1781800,00 0,10 -1783950,00 0,03 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
 
Desplaçaments 
 
Node Estat A (mm) 
Estat  B 1 
(mm) 
Diferència 
entre B1 i A 
(%) 
Estat B 2 
(mm) 
Diferència 
entre B2 i A 
(%) 
1 17,280 17,190 0,52 17,280 0,00 
2 16,720 16,670 0,30 16,710 0,06 
3 16,280 16,250 0,18 16,260 0,12 
4 15,950 15,940 0,06 15,930 0,13 
5 14,130 14,200 0,50 14,170 0,28 
6 12,330 12,460 1,05 12,430 0,81 
7 10,540 10,700 1,52 10,700 1,52 
8 8,786 8,914 1,46 8,941 1,76 
9 7,076 7,144 0,96 7,178 1,44 
10 5,455 5,448 0,13 5,456 0,02 
11 4,863 4,836 0,56 4,830 0,68 
12 4,661 4,657 0,09 4,675 0,30 
13 4,896 4,955 1,21 5,051 3,17 
Nota: només s’avalua i es compara el mòdul del desplaçament de cada node 
 
La diferència màxima entre els valors de les tensions normals és de l’1,44 %, molt 
inferior a les diferències màximes dels dos casos anteriors. La resta de diferències 
també són, en general, inferiors a les dels dos casos anteriors. La diferència màxima 
entre els valors dels desplaçaments és de l’3,17 %, també molt inferior a les 
diferències màximes dels dos casos anteriors. Així doncs, els resultats són molt més 
satisfactoris. Per tant, en aquest cas els estats de càrrega A, B1 i B2 són equivalents. 
 
Vegi’s que la coincidència de resultats és més evident quan es consideren les tensions 
normals que quan es consideren els desplaçaments. Això també passava en els dos 
casos anteriors, on les diferències entre desplaçaments no tenien res a veure amb les 
diferències entre tensions normals. Això es deu al fet que els moviments de l’estructura 
no es poden explicar únicament a partir de les tensions normals que s’han avaluat. 
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PROBLEMA 3. Estat de càrrega 3 
 
Tensions normals 
 
Node Estat A (N/m2) 
Estat  B 1 
(N/m2) 
Diferència 
entre B1 i A 
(%) 
Estat B 2 
(N/m2) 
Diferència 
entre B2 i A 
(%) 
1 1783400,00 1781850,00 0,09 1784100,00 0,04 
2 61080,00 61105,00 0,04 61535,00 0,74 
3 -1660000,00 -1660200,00 0,01 -1658450,00 0,09 
4 -1899550,00 -1898700,00 0,04 -1888750,00 0,57 
5 -664200,00 -663450,00 0,11 -656100,00 1,22 
6 565850,00 566100,00 0,04 574050,00 1,45 
7 1798200,00 1797950,00 0,01 1805850,00 0,43 
8 3039150,00 3038400,00 0,02 3045300,00 0,20 
9 4293250,00 4292550,00 0,02 4305550,00 0,29 
10 2285550,00 2287050,00 0,07 2290600,00 0,22 
11 -3027050,00 -3027600,00 0,02 -3027800,00 0,02 
12 -8349000,00 -8347000,00 0,02 -8345000,00 0,05 
Nota: tensió>0tracció; tensió<0compressió 
 
Desplaçaments 
 
Node Estat A (mm) 
Estat  B 1 
(mm) 
Diferència 
entre B1 i A 
(%) 
Estat B 2 
(mm) 
Diferència 
entre B2 i A 
(%) 
1 4,896 4,956 1,23 5,051 3,17 
2 4,661 4,657 0,09 4,676 0,32 
3 4,863 4,836 0,56 4,830 0,68 
4 5,455 5,448 0,13 5,456 0,02 
5 7,076 7,144 0,96 7,178 1,44 
6 8,786 8,914 1,46 8,941 1,76 
7 10,540 10,700 1,52 10,700 1,52 
8 12,330 12,460 1,05 12,430 0,81 
9 14,130 14,200 0,50 14,170 0,28 
10 15,950 15,940 0,06 15,930 0,13 
11 16,280 16,250 0,18 16,260 0,12 
12 16,720 16,670 0,30 16,710 0,06 
13 17,280 17,190 0,52 17,280 0,00 
Nota: només s’avalua i es compara el mòdul del desplaçament de cada node 
 
La diferència màxima entre els valors de les tensions normals és de l’1,46 %, molt 
inferior a les diferències màximes dels dos primers casos. La resta de diferències 
també són, en general, inferiors a les dels dos primers casos. La diferència màxima 
entre els valors dels desplaçaments és de l’1,76 %, també molt inferior a les 
diferències màximes dels dos primers casos. Així doncs, els resultats són molt més 
satisfactoris. Per tant, es conclou també que en aquest cas els estats de càrrega A, B1 
i B2 són equivalents. 
 
Vegi’s altra vegada que la coincidència de resultats és més evident quan es 
consideren les tensions normals que quan es consideren els desplaçaments. Tal i com 
ja s’ha dit, això es deu al fet que els moviments de l’estructura no es poden explicar 
únicament a partir de les tensions normals que s’han avaluat. 
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ANNEX 3. COMPARACIÓ DE LES TENSIONS TANGENCIALS A 1/4 DE LLUM 
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En aquest darrer annex es pretén comparar el flux de tensions tangencials a un quart 
de llum de les estructures dels problemes 1 i 3 obtingut analíticament amb l’obtingut 
amb el mètode dels elements finits. 
 
En l’annex 1, ja s’ha presentat la formulació utilitzada pel càlcul analític de les tensions 
normals i tangencials. Així doncs, consulti’s aquest annex per saber la formulació 
utilitzada pel càlcul analític del flux de tensions tangencials a 1/4 de llum de les 
estructures dels problemes 1 i 3. Així mateix, també en l’Annex 1, apareix la descripció 
de la geometria i propietats geomètriques de les seccions transversals de les 
estructures objectes d’estudi. Per tant, consulti’s també aquest annex per recordar la 
geometria i propietats geomètriques de les seccions transversals de les estructures en 
qüestió. Dir també que en el mateix Annex 1 s’ha fet un recordatori de quins són els 
tres estats de càrrega considerats en cada problema. Per recordar-los, vegi’s la figura 
A1-4. Els nodes 2 i 3 de les seccions transversals als quals es farà referència quan 
s’exposin els resultats apareixen indicats també en aquesta mateixa figura. 
 
Així doncs, seguidament es procedeix directament a comparar el flux de tensions 
tangencials a 1/4 de llum de les estructures en qüestió obtingut analíticament i 
l’obtingut amb el mètode dels elements finits. Per fer-ho, en primer lloc, es descriu el 
criteri de signes adoptat en cada cas per tal que el lector interpreti correctament els 
resultats que es mostren; en segon lloc, s’exposen els resultats obtinguts 
analíticament; i, finalment, es comparen aquests resultats amb els obtinguts amb el 
mètode dels elements finits. 
 
En el mètode analític, es consideren tres esforços: moment flector, esforç tallant i 
moment torçor. D’aquests, els que generen flux de tensions tangencials són l’esforç 
tallant i el moment de torsió no uniforme o de guerxament. En el mètode dels elements 
finits, el flux de tensions tangencials que equival al que generen aquests dos darrers 
esforços considerats en el mètode analític és el generat per l’esforç de membrana 
Nx’y’ (veure figura P1-8). 
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CRITERI DE SIGNES 
 
La figura A3-1 mostra les seccions transversals de les estructures on s’analitzaran les 
tensions tangencials i el criteri de signes adoptat per tal que el lector interpreti 
correctament els resultats que més endavant es mostren. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
x1 Cdg
x2
x3
Secció transversal x1=3L/4
Encastament ( x1=0)
Llum total de l'estructura= L
x1 x2
x3
Cdg
Encastament ( x1=0)
Llum total de l'estructura= L
Secció transversal x1=3L/4
Sentit positiu de les tensions tangencials 
Es representaran amb color vermell 
Sentit positiu de les tensions tangencials 
Es representaran amb color vermell 
Sentit negatiu de les tensions tangencials 
Es representaran amb color blau 
Sentit negatiu de les tensions tangencials 
Es representaran amb color blau 
PROBLEMA 1 
(Secció tipus a) 
PROBLEMA 3 
(Secció tipus b) 
SECCIONS 
CRITERI DE SIGNES 
Figura A3-1. Seccions on s’analitzen les tensions tangencials i criteri de signes 
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RESULTATS PROBLEMA 1 OBTINGUTS ANALÍTICAMENT 
 
  Estat de càrrega 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per tallant (N/m) Per torsió (N/m) Total (N/m) 
2 -29951,00 0 -29951,00 
2* 29951,00 0 29951,00 
3* 29951,00 0 29951,00 
3 -29951,00 0 -29951,00 
2, 3si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ala; 2*, 3*si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ànima 
 
  Estat de càrrega 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per tallant (N/m) Per torsió (N/m) Total (N/m) 
2 -29951,00 44049,00 14098,00 
2* 29951,00 -44049,00 -14098,00 
3* 29951,00 44049,00 74000,00 
3 -29951,00 -44049,00 -74000,00 
2, 3si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ala; 2*, 3*si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ànima 
 
  Estat de càrrega 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per tallant (N/m) Per torsió (N/m) Total (N/m) 
2 -29951,00 -44049,00 -74000,00 
2* 29951,00 44049,00 74000,00 
3* 29951,00 -44049,00 -14098,00 
3 -29951,00 44049,00 14098,00 
2, 3si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ala; 2*, 3*si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ànima 
 
Flux tangencials per tallant Flux tangencials per torsió Flux tangencials total 
Flux tangencials per tallant Flux tangencials per torsió Flux tangencials total 
Flux tangencials per tallant Flux tangencials per torsió Flux tangencials total 
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RESULTATS PROBLEMA 3 OBTINGUTS ANALÍTICAMENT 
 
  Estat de càrrega 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per tallant (N/m) Per torsió (N/m) Totals (N/m) 
2 46588,00 0 46588,00 
2* 46588,00 0 46588,00 
3* 46588,00 0 46588,00 
3 46588,00 0 46588,00 
2, 3si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ala; 2*, 3*si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ànima 
 
  Estat de càrrega 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per tallant (N/m) Per torsió (N/m) Totals (N/m) 
2 46588,00 43815,00 90403,00 
2* 46588,00 43815,00 90403,00 
3* 46588,00 -43815,00 2773,00 
3 46588,00 -43815,00 2773,00 
2, 3si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ala; 2*, 3*si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ànima 
 
  Estat de càrrega 3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Node Per tallant (N/m) Per torsió (N/m) Totals (N/m) 
2 46588,00 -43815,00 2773,00 
2* 46588,00 -43815,00 2773,00 
3* 46588,00 43815,00 90403,00 
3 46588,00 43815,00 90403,00 
2, 3si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ala; 2*, 3*si aquests nodes es consideren pertanyents a l’ànima 
 
Flux tangencials per tallant Flux tangencials per torsió Flux tangencials total 
Flux tangencials per tallant Flux tangencials per torsió Flux tangencials total 
Flux tangencials per tallant Flux tangencials per torsió Flux tangencials total 
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COMPARACIÓ RESULTATS PROBLEMA 1 
 
Observi’s la figura A3-2, que mostra els nodes de la secció situada a ¼ de llum de 
l'estructura del problema 1 on s'ha avaluat i comparat el flux de tensions tangencials 
obtingut analíticament i l’obtingut amb el mètode dels elements finits. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Estat de càrrega 1 
 
Vegi’s la figura A3-3. En primer lloc, s'observa el diagrama de flux de tensions 
tangencials a 1/4 de llum de l'estructura obtingut analíticament (colors vermell i blau) i 
l'obtingut mitjançant el mètode dels elements finits (color negre). Observi’s com 
ambdós diagrames se solapen. En segon lloc, es pot veure com la diferència màxima 
entre un i altre diagrama és del 68,50 %, la diferència mitjana, del 5,17 % i la diferència 
mitjana sense tenir en compte la diferència màxima, del 4,09 %. Finalment, es mostra 
un gràfic diferència percentual entre ambdós diagrames – freqüència. En aquest, es 
veu com la diferència entre els resultats obtinguts amb un mètode i l’altre és, en la 
majoria de nodes, inferior al 2 %. 
 
  Estat de càrrega 2 
 
Vegi’s la figura A3-4. Conté la mateixa informació que la figura A3-3. Altra vegada els 
dos diagrames se solapen. Es pot veure com la diferència màxima entre un i altre 
diagrama és del 220,29 %, la diferència mitjana, del 7,29 % i la diferència mitjana 
sense tenir en compte la diferència màxima, del 3,68 %. Finalment, a partir del gràfic 
diferència percentual entre ambdós diagrames – freqüència es pot veure com la 
diferència entre els resultats obtinguts amb un mètode i l’altre és, en la majoria de 
nodes, inferior al 2 %. 
 
Estat de càrrega 3 
 
Vegi’s la figura A3-5. Conté la mateixa informació que les figures A3-3 i A3-4. Altra 
vegada els dos diagrames se solapen. Es pot veure com la diferència màxima entre un 
i altre diagrama és del 61,30 %, la diferència mitjana, del 2,71 % i la diferència mitjana 
sense tenir en compte la diferència màxima, del 1,72 %. Finalment, a partir del gràfic 
diferència percentual entre ambdós diagrames – freqüència es pot veure com la 
diferència entre els resultats obtinguts amb un mètode i l’altre és, en la majoria de 
nodes, inferior al 2 %. 
 
Figura A3-2. Nodes on s'avaluen i comparen els fluxos de tensions tangencials. 
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Flux tensions tangencials obtingut 
analíticament 
Flux tensions tangencials obtingut 
amb el mètode d’elements finits 
Zona on la diferència és màxima 
Figura A3-3. Comparació de fluxos de tensions tangencials per a l'estat de càrrega 1 
(problema 1). 
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Flux tensions tangencials obtingut 
analíticament 
Flux tensions tangencials obtingut 
amb el mètode d’elements finits 
Zona on la diferència és màxima 
Figura A3-4. Comparació de fluxos de tensions tangencials per a l'estat de càrrega 2 
(problema 1). 
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Flux tensions tangencials obtingut 
analíticament 
Flux tensions tangencials obtingut 
amb el mètode d’elements finits 
Zona on la diferència és màxima 
Figura A3-5. Comparació de fluxos de tensions tangencials per a l'estat de càrrega 3 
(problema 1). 
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COMPARACIÓ RESULTATS PROBLEMA 3 
 
Observi’s la figura A3-6, que mostra els nodes de la secció situada a ¼ de llum de 
l'estructura del problema 3 on s'ha avaluat i comparat el flux de tensions tangencials 
obtingut analíticament i l’obtingut amb el mètode dels elements finits. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Estat de càrrega 1 
 
Vegi’s la figura A3-7. En primer lloc, s'observa el diagrama de flux de tensions 
tangencials a 1/4 de llum de l'estructura obtingut analíticament (colors vermell i blau) i 
l'obtingut mitjançant el mètode dels elements finits (color negre). Observi’s com 
ambdós diagrames se solapen. En segon lloc, es pot veure com la diferència màxima 
entre un i altre diagrama és del 73,95 %, la diferència mitjana, del 5,40 % i la diferència 
mitjana sense tenir en compte la diferència màxima, del 3,80 %. Finalment, es mostra 
un gràfic diferència percentual entre ambdós diagrames – freqüència. En aquest, es 
veu com la diferència entre els resultats obtinguts amb un mètode i l’altre és, en la 
majoria de nodes, inferior al 2 %. 
 
  Estat de càrrega 2 
 
Vegi’s la figura A3-8. Conté la mateixa informació que la figura A3-7. Altra vegada els 
dos diagrames se solapen. Es pot veure com la diferència màxima entre un i altre 
diagrama és del 49,23 %, la diferència mitjana, del 5,20 % i la diferència mitjana sense 
tenir en compte la diferència màxima, del 4,18 %. Finalment, a partir del gràfic 
diferència percentual entre ambdós diagrames – freqüència es pot veure com la 
diferència entre els resultats obtinguts amb un mètode i l’altre és, en la majoria de 
nodes, inferior al 2 %. 
 
Estat de càrrega 3 
 
Vegi’s la figura A3-9. Conté la mateixa informació que les figures A3-7 i A3-8. Altra 
vegada els dos diagrames se solapen. Es pot veure com la diferència màxima entre un 
i altre diagrama és del 180,74 %, la diferència mitjana, del 7,67 % i la diferència 
mitjana sense tenir en compte la diferència màxima, del 3,64 %. Finalment, a partir del 
gràfic diferència percentual entre ambdós diagrames – freqüència es pot veure com la 
diferència entre els resultats obtinguts amb un mètode i l’altre és, en la majoria de 
nodes, inferior al 2 %. 
 
Figura A3-6. Nodes on s'avaluen i comparen els fluxos de tensions tangencials. 
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Flux tensions tangencials obtingut 
analíticament 
Flux tensions tangencials obtingut 
amb el mètode d’elements finits 
Zona on la diferència és màxima 
Figura A3-7. Comparació de fluxos de tensions tangencials per a l'estat de càrrega 1 
(problema 3). 
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Flux tensions tangencials obtingut 
analíticament 
Flux tensions tangencials obtingut 
amb el mètode d’elements finits 
Zona on la diferència és màxima 
Figura A3-8. Comparació de fluxos de tensions tangencials per a l'estat de càrrega 2 
(problema 3). 
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Zona on la diferència és màxima 
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Figura A3-9. Comparació de fluxos de tensions tangencials per a l'estat de càrrega 3 
(problema 3). 
